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SUR LES SURFACES 


DONT 


LA COURBURE TOTALE EST CONSTANTE, 


Par M. G. DARBOUX ('). 


I. 


On connait les beaux résultats obtenus, depuis Monge, par un grand 
nombre de géométres, en ce qui concerne la determination et l’etude 
des surfaces minima. La théorie des surfaces dont la courbure totale est 
constante a les rapports les plus étroits avec celle des surfaces minima, 
bien qu'elle soit certainement de beaucoup plus difficile. 

Par exemple, la détermination des surfaces minima dépend de l’é- 
quation 


(1) s=e, 


que l’on sait intégrer; celle des surfaces à courbure constante se ra- 
mène, d'après M. Weingarten, à l'équation 
s = ae* + be-:, 


qui comprend évidemment la précédente comme cas particulier. 


(1) Extrait du Tome XCVII des Comptes rendus des séanees de l’ Académie des Sciences. 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Janvier 1890. 2 
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Le théorème donné par M. Ribaucour en 1870 (Comptes rendus et 
Bulletin de la Société philomathique) peut s’enoncer comme il suit : 


Considérons une surface ( x) à courbure — 1, et traçons dans chaque 
plan tangent de la surface un cercle de rayon 1 ayant son centre au point 
de contact M de ce plan tangent; les cercles ainsi obtenus seront orthogo- 
naux a une famille de surfaces, toutes à courbure constante — 1; et, en 
outre, ces surfaces feront partie d'un système triple orthogonal dont les 


deux autres familles seront évidemment composées de surfaces enveloppes 
de spheres. 


La première partie de cette proposition résulte immédiatement du 
théorème de M. Bianchi, car les différentes surfaces (%) qu'on fait dé- 
river de (2) dans la méthode de M. Bianchi sont évidemment les trajec- 
toires des cercles considérés par M. Ribaucour. Au reste, les deux pro- 
positions se déduisent l’une de l’autre, celle de M. Ribaucour contenant 
en plus ce qui concerne le système triple orthogonal. 

Dans mon Cours de l’année 1881-82, j'ai donné du théorème de 
M. Ribaucour une démonstration géométrique directe, qui se rapproche, 
a quelques égards, de celle qu'on trouve dans un travail récent de 
M. Backlund. Je ne la transcrirai pas ici, mais je ferai connaître le prin- 
cipe d’une démonstration analytique qui nest pas moins simple que la 
démonstration géométrique. 

Supposons que la surface (&) ait été rapportée à ses lignes de cour- 
bure. Son élément linéaire prendra la forme connue 


(3) ds = cos*w du? + sin?w dr?, 
où © satisfait à l’équation 
do dw 


(4) Ji Ou? 


+ Sin COS = 0. 


Menons dans le plan tangent en un point M une ligne MM’, de longueur 
+ 1, faisant l’angle 0 avec la courbe y= const. qui passe en M, et écri- 
vons que le point M’ décrit une surface dont le plan tangent passe en 
M et est normal à celui de (&). Nous trouverons les deux équations 


| 98 dm _ sin § cos: 
: du or > % 
m | 99, a In 

= — COS) SING). 


— + — 
. Ov Ou 
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Il est aisé de reconnaitre que ces équations sont compatibles toutes les 
fois que w satisfait à l'équation (4) et qu’elles donnent une valeur de 
0 contenant, outre u et #, une constante arbitraire «. Si nous considé- 
rons maintenant u, v, x comme des coordonnées curvilignes propres à 


définir le point M’, nous aurons, pour le déplacement dS de ce point, 
l'expression 


(6) dS? = cos? 6 du? + sin? dy? + (5) de 
Cette formule, qui met en évidence un systeme triple orthogonal, dé- 
montre le théorème de M. Ribaucour; elle montre aussi que la transfor- 
mation de M. Bianchi conserve à la fois les lignes de courbure et les 
lignes asymptotiques. 

Il reste à discuter le système (5). 


IM. 


Dans l’article précédent, j'ai été conduit au systeme suivant 


06 dw. 9 

Qu ov SING COS), 
cn) 99 do ) 

gr Ju — 980 COS ’ 


qui va me permettre de me placer à un point de vue purement analv- 
tique dans l’&tude du probleme, objet principal de ces recherches. 

Considérons le systeme (1) comme forme de deux équations simul- 
tanées auxquelles doit satisfaire la fonction inconnue 0: l’elimination 
de la fonction 9 nous montrera que ces deux équations ne sont compa- 
tibles que dans le cas où w satisfait a l’équation 
(2) Po _ Oo | sinw cose =o. 

ov? du? 

Reciproquement, si w est une solution quelconque de cette équation 
aux dérivées partielles, l’integration du système (1) nous donnera une 
valeur de 0 contenant une constante arbitraire; et cette valeur de 0 sera 


également une solution de l’équation (2). Nous pouvons donc énoncer 
le théorème suivant : 


De toute solution w de l'équation (2) on peut déduire une solution nou- 
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velle contenant une constante arbitraire : c’est la valeur la plus generale 
de § satisfaisant aux équations (1). 

A la vérité, on ne sait pas intégrer d’une manière générale le sys- 
teme (1), mais la forme des équations qui le composent nous permet 
de reconnaitre que l’on pourra obtenir la valeur la plus générale 9’ de 
ÿ qui puisse y satisfaire dès que l’on en connaîtra une solution parti- 
culière quelconque 9. ° 

Effectuons, en effet, les quadratures définies par les formules 


da = cos9 cosw du + sinw sind ds, 
(3) e~*dB = cosw sind du — sinw cos dv, 
e*dy = cos sinw du + sing coso de. 


La solution cherchée 9’ est donnée par l'équation 


(4) co Bere, 





qui contient la constante arbitraire que l’on peut toujours ajouter à 6. 

Si, dans les formules (3), on remplace 0 par 6’, les nouvelles va- 
leurs a’, 8’ de @ et de B seront données par les équations 

ex —3 
” I_ ı__ 

(5) mm P= aaa 
Mais, pour obtenir la nouvelle valeur y’ de >, il faudra effectuer une 
nouvelle quadrature. 

On peut encore, dans le systeme (1), considérer 0 comme donné et 
chercher la valeur la plus générale de w qui satisfasse aux deux équa- 
tions. On aura ainsi, en désignant cette valeur par w”, 


(6) col ——— = yet, 
et, si nous désignons par a”, y” les valeurs nouvelles de «, y que l’on 


obtient en remplaçant, dans les formules (3), w” par w, on aura 


e=* | —7 


(7) dr wer YS 


Mais, pour obtenir la nouvelle valeur 8" de B, il restera, ici encore, à 
effectuer une quadrature nouvelle. 
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Nous supposerons que toutes ces quadratures soient calculées de la 
manière la plus générale, c’est-à-dire qu’on ajoute une constante arbi- 
traire apres chaque intégration. 

Ces définitions une fois admises, supposons que l’on substitue par- 
tout à 4 la valeur 0’ définie par la formule (4). Les nouvelles valeurs 4,, 
c, des fonctions b,, c; seront définies par les formules (5) et les rela- 
tions très simples qui suivent : 


b, = Ca-s — B(C,-25, + Cn-3 b, He. + Cotn- ) 


Cy — = bi; 
ce = Ds + 3' b?, 


C= dau + dc, dit... +e,bn)- 


Lorsque, au contraire, on substituera le systeme (w”, 9) au svs- 
teme (w, 9), les formules que l’on aura à employer pour calculer les 
nouvelles valeurs de b,, c;, toutes pareilles aux précédentes, s’en de- 
duiront par la substitution des quantités — x, y, 6, c;, b; à 2, 3, +, 5,. 
c; respectivement. 

I] suffit maintenant de commencer les calculs qui conduisent aux 
nouvelles solutions, pour reconnaitre que ces calculs n’exigeront plus 
aucune quadrature. 
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CLASSE PARTICULIÈRE D’EQUATIONS 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLE, 


DONT LES INVARIANTS SONT EGAUX, 


Par M. C. GUICHARD, 


CHARGÉ D'UN COURS À LA FACULTÉ DE CLERMONT-FERRAND. 


Les équations qui sont étudiées dans cette Note sont 


OD _ 
(1) dudv — p sing, 


dans lesquelles & est une solution quelconque de l'équation 


(2) > + cos 0. 
dudv 9— 

Si l’on différentie l’equation (2), soit par rapport à u, soit par rap- 

port à v, on voit immédiatement que = et = sont des solutions parti- 


culieres de l’équation (1). Je vais démontrer de plus qu’etant donnée 
une solution de l’équation (1), on peut, en général, et en effectuant 
seulement des quadratures, en déduire une infinité d'autres. 
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Soit, en effet, p une des solutions de (1). Posons 


A ___ 9p 99 

Ou du du 
(3) { 

OA 


Les deux équations (5) sont compatibles, car elles donnent toutes 
deux, en tenant compte des relations (1) et (2), 


oth —osin de + cosa Ip. 
duov — PSN Ou Ou 


elles permettent de déterminer x par une quadrature. Cela posé, je 
dis que 


‚__#p 09 
(4) r=— its 


est une solution de l'équation (1). En effet, 


Ir _ do dh 0?o 


de du  (p sing) + Ou du Ov + du dv 
__ gno IP 09 09 5... 
=? — Sing du —Pp COS Ou + p COS ® du — }, COS 9 
22 ine 22 — i cos 
"= — SING 7, o 
el 
Or _ de _ ve 9p „a + À Sing 99 _ rsinc 
du — sing du? 0895 du du cos $ du du. sing. 
I] est aussi évident maintenant que, si l'on pose 
05 cos o 
du FT 
(3') 
05 09 dp 
dé de dr 
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et 


(4') S=—— +0 —, 


s est encore une solution de l'équation (1). 
Appliquons maintenant la transformation (4°) à la solution. r. On 
aura pour déterminer Ö 


= ( Rp , 92 os _ I coso 22 +) sine 
gu det Ou COS? Ou du ¥ 


06 dp d9 __d dp 
Fr = [sing $e + 10089 | =5|- cosq se ut 
d’où | 
= — coso se + Asing + K, 


K étant une constante. 
On aura ensuite 





Or _ 9 op + cos 08 02 sin 99 + À vos 
de? du dv ? du ov ? dv TOF + 
u op do . do 
=p + C089 a 5 —Asing => 
et alors 
— Or 02 | dg. 
art PK 


En faisant abstraction du terme K =, on peut dire que les transfor- 


mations (4) et (4’) sont inverses l’une de l'autre. L'application répétée 
des transformations (4) ou des transformations (4’) donnera, en gé- 
neral, une infinite de solutions nouvelles. 

Si l'on prend 
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on trouvera aussi 


la méthode ne donne rien de nouveau. Au contraire, la valeur de s est 
une nouvelle solution. 
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SUR LA CONVERGENCE 


DES 


DÉVELOPPEMENTS DES INTÉGRALES ORDINAIRES 


D'UN 
SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES PARTIELLES, 


PAR 


M. MERAY, 


PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE DIJON, 


avec la collaboration de 


M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN (!). 


Généralités. 


1. Un systeme d’equations différentielles est dit immédiat quand 
toutes ses équations sont du premier ordre et fournissent immédiate- 
ment certaines dérivées des fonctions inconnues, exprimées en fonc- 
tions composées des variables indépendantes, de ces fonctions incon- 
nues elles-mêmes et de leurs autres dérivées. 

Quand ce sont toutes les dérivées des fonctions inconnues qui se 
trouvent ainsi exprimées par les équations données, aucune dérivée ne 
peut figurer dans leurs seconds membres, qui sont alors essentielle- 
ment finis, et l’on a un système d'équations différentielles totales. 

Quand, au contraire, c'est une partie seulement de ces dérivées qui 
constituent les premiers membres des équations données, les autres 


<q ee ee nn. nn —————— SS 


(!) Ce Mémoire, relatif aux systèmes d’&quations différentielles partielles, fait suite à un 
autre Mémoire, relatif aux systèmes d'équations différentielles totales, et publié dans les 
Annales de l’École Normale (novembre et décembre 1889). Les chiffres suivis d’un asté- 
risque renvoient le lecteur aux divisions du Mémoire de 1889, et les chiffres non suivis 
d'un astérisque à celles du présent Mémoire. 








26 MÉRAY ET RIQUIER. 


ordre, les dérivées de genre o ou paramétriques 


ds, ds 
dy’ dt 


et les dérivées principales de genre 1 


| as ds 
(a dx’ dd 


Elle a, dans le second ordre, les dérivées de genre o ou paramé- 


triques 
ds ds ars 
dy?’ dyd dt’ 


les dérivées principales de genre 1 


8 d?s d*s ds d?s 
(B) dx dy’ dx dt’ dz dy’ dzdt’ 


et les dérivées principales de genre 2 


| ds d?s d?s. 
(7) dr’ dads’ da’ 
et ainsi de suite. 
Enfin, les dérivées principales des groupes (x), (ß), (y) sont res- 
pectivement celles des classes 1, 2, 3. 


4. D'après ce qui précède, les équations différentielles d'un système 
immédiat partiel expriment toutes les dérivées principales premières des 
fonctions inconnues en fonctions composées des variables indépendantes, 
de ces mêmes fonctions inconnues et de tout ou partie de leurs dérivées 
parametriques premières. 


5. La distinction entre les divers groupes d’integrales d’un systeme 
immédiat d'équations différentielles partielles s'opère suivant les 
mêmes règles et a les mêmes conséquences que pour les équations dif- 
férentielles totales. 

‘Les intégrales seront dites ordinaires, si les valeurs des variables 
indépendantes, prises conjointement avec les valeurs correspondantes 
des intégrales elles-mêmes et de leurs dérivées paramétriques pre- 
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de simplicité dans le langage, ce sont eux seuls que désormais nous qua- 
lifierons d’immédiats. 


9. Éclaircissons ce qui précède par quelques exemples. 
Le système 


(u) (v) 





qui satisfait à la définition du n° I, n’est pas de ceux que maintenant 
e ’ e e dy 
nous nommerons immédiats, soit parce que — figure dans le second 


membre de l’équation de la colonne (u), bien que la variable y, qui 
est principale pour v, soit paramétrique pour u, soit encore parce que 


iy figure dans le second membre de l’&quation de la colonne (+). 


Au contraire, le systeme 


(u) () 


(1) 





rentre dans la categorie dont il s’agit, nonobstant la similitude com- 
oa dy d . 
plete de ce Tableau et du précédent, parce que 7) Fr ont disparu res- 
pectivement des seconds membres des colonnes (u), (v). 
Il en est de même plus généralement toutes les fois que dans les 
équations de chaque colonne ne figurent les dérivées (paramétriques) 
d'aucune des fonctions inconnues qui correspondent aux autres co- 


lonnes. 
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Tel est encore le systeme 


(a) (0) 


, 7,9) 
dy’ dy, 





malgré la présence de toutes les dérivées paramétriques dans les se- 
conds membres. 

De méme, plus généralement, tout systeme dans lequel le partage 
des variables (en principales et paramétriques) s’opere de la méme 
maniere relativement à toutes les fonctions inconnues. 

C'est dans cette dernière catégorie que se rangent les équations 
dites aux dérivées partielles, soit isolées, soit simultanées. Le Tableau 
contient alors soit une, soit plusieurs colonnes dans lesquelles toutes 
les cases d’une même ligne sont seules occupées. 

A la rigueur, on peut encore y placer les systèmes d'équations differen- 
telles totales, puisque dans un pareil systeme, les variables sont toutes 
principales pour chacune des fonctions inconnues. 


10. IT est à remarquer que, sauf le cas d’un système différentiel 
total, le nombre des dérivées paramétriques pouvant éventuellement 
figurer dans les seconds membres d’un système immédiat donné est 
au moins égal à ı pour chacun de ces derniers. Considérons, en effet, 
une équation quelconque du systeme, et supposons qu’elle ait pour 
premier membre une dérivée de la fonction u, par exemple : si, pour 
cette dernière, les variables indépendantes ne sont pas toutes princi- 
pales, le second membre pourra contenir les dérivées paramétriques 
de u, et, dans le cas contraire, il pourra contenir les dérivées parame- 
triques de toutes les autres fonctions. 


11. Il nous faut approfondir maintenant la question effleurée au 
n° 8. 
Considérons une relation différentielle subsistant entre les diverses 
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qui donne 

diy df, dfdu dh, dd, ,Ud, 

dz de dudc' dvdr" "dsede "drde ""”’ 
suis de remplacer, d’une part, les dérivées principales o TE, 
purs P ’ part P 7° °? dx 
par les expressions ultimes Z. ..., Z,, ..., d'autre part, celles des dé- 
ivées 4, À “ i sont principales par les expressions 
rivees de’ de ae) dx’ ose qu p P P XF : N 


ultimes correspondantes, il revient évidemment au même de dille- 
rentier par rapport à x la relation 


ô4 f(x, y,...,u,8,.. À, ...,7, 0), 
ce qui donne 
dx af, du, dfd did), dd, 
de dr  dude dd is (de) deda ‘°” 


puis de remplacer par leurs expressions ultimes les derivees princi- 
pales qui peuvent alors figurer dans le second membre. 

Ainsi on peut, sans changer le résultat, remplacer dans le second 
membre de (4) les dérivées principales par leurs expressions ultimes, ce 
qui donnera une expression ultime de d,, effectuer seulement alors la 
dernière différentiation, et remplacer finalement par leurs expressions 
ultimes les dérivées principales introduites par cette différentiation 
dans le second membre. Si l’on observe maintenant que ¢,, puis les 
dérivées dont il s’agit, étant de classes inférieures à 7 +1, ne sont sus- 
ceptibles chacune que d’une expression ultime, le point qui nous oc- 
cupe se trouve entièrement démontré. 

3° Considérons deux quelconques des expressions ultimes dont il 
s’agit actuellement de constater l'identité, et qui se déduisent, comme 
nous l'avons expliqué, par différentiations et substitutions, d’une même 
équation du système proposé. Si, sans changer de part ni d'autre 
l'ordre relatif des différentiations, on n’opere de substitutions qu apres 
la dernière d’entre elles, on tombe sur deux expressions ultimes res- 
pectivement identiques aux deux précédentes (2°), et l’on sait d’ail- 
leurs (1°) qu'en procédant ainsi le résultat est indépendant de l’ordre 
des différentiations. 
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et les variables indépendantes ont le rang 1 ou 2, suivant qu elles sont 
principales ou parametriques. Dans cette catégorie se rangent, en parti- 
culier, les systèmes d'équations différentielles totales. 

Le système écrit ci-dessous 


(au) (v) (sr) (s) 
( r) du L | de _ | du _ | 
“ | de | dr Ä dro" | 
ue _ - _ LL 
( y) | du | ds | 
°° | dy | | d | 
| du | | 
13) | ds 7 | | 
Im Zug | 
(4) | 


“est encore régulier s’il est immédiat, c'est-à-dire si les dérivées para- 
métriques contenues dans les seconds membres d’une colonne quel- 
conque n’appartiennent à aucune des fonctions qui correspondent aux 
colonnes antérieures. Les fonctions u, v, w, s y ont respectivement les 
rangs 1, 2, 3, 4, et de même les variables x, y, 3, ¢. 

Nous appellerons irrégulier tout système immédiat non régulier, et 
semi-régulier tout système immédiat et irrégulier pouvant se déduire 
de quelque système immédiat et régulier par la suppression de cer- 
taines équations différentielles. Par exemple, le système (1) du n° 9 
est irrégulier; tout système immédiat dont les seconds membres ne 
contiennent aucune dérivée des fonctions inconnues est nécessaire- 
ment semi-régulier lorsqu'il n'est pas régulier, car on peut alors l’ex- 
traire de quelque système d’équations différentielles totales. 


27. Nous dirons encore qu’un système immédiat est lineaire quand 
les dérivées (paramétriques) des fonctions inconnues entrent toutes 
linéairement dans les équations qui le composent. Chaque second 
membre se réduit alors à une somme de termes dont l’un est une cer- 
taine fonction des variables indépendantes et des fonctions inconnues 
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seulement, tandis que l’un quelconque des termes restants est le 
produit d’une semblable fonction par quelque dérivée paramétrique. 
Par exemple, l’equation aux dérivées partielles 


(u) 


constitue un systeme linéaire si son second membre est de la forme 
du 
UY (2, y, wv) + UY (2, y, u) 


Il faut aussi rattacher les équations différentielles totales aux systèmes 
linéaires, puisque leurs seconds membres ne renferment point de déri- 
vées. 


28. Étant donné un système immédiat quelconque, supposons qu’on 
assigne à ses intégrales ordinaires des conditions initiales choisies au 
hasard, mais jouissant, bien entendu, de la double propriété énoncée 
au n° 20. A l’aide des relations contenues dans un groupe simple de- 
termine de formules primitives, intermédiaires ou ultimes (n° 16, 6°), 
on peut évidemment, et d’une seule manière, construire des séries en- 
lieres dont les sommes coincideront avec les intégrales cherchées, sz 
toutefois ces dernières existent; mais on ne peut affirmer que les déve- 
loppements ainsi construits fournissent des intégrales du système 
proposé avant de s’être assuré et de leur convergence, ct de la concor- 
dance numérique des formules primitivo-ultimes relativement aux 
données initiales. Quoi qu'il en soit de cette dernière condition, si 
celle de convergence se trouve remplie, nous dirons, pour abréger, 
que les sommes de nos développements sont des intégrales fictives du 
système en question satisfaisant aux conditions initiales choisies. 


29. Tout système partiel jouissant de la triple propriété d'être imme- 
diat, régulier et linéaire, possède un groupe d’integrales fictives répondant 
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a des conditions initiales données, et construites a l'aide d'un groupe 
simple donné de relations primitives, intermédiaires ou ultimes. 


Jusques et y compris l'alinéa III du présent numéro, nous suppose- 
rons simplement que le système partiel auquel nous avons affaire est 
immédiat et linéaire, sans nous inquiéter de savoir s'il est régulier ou 
non. Nous nommerons alors 


[z, /] le systeme dont il s'agit; 

Los Yo --. les valeurs initiales des A variables indépendantes x, y, ...: 

Uy, Vo, . .. celles des g fonctions inconnues u, 9, ...; 

u, 5, ... les déterminations initiales de ces dernières; 

(©) le groupe simple de formules qui, conjointement avec les determi- 
nations initiales, nous servira à construire les développements en 
séries des intégrales hypothétiques, et que nous pouvons toujours 
supposer ne contenir exclusivement que des relations ultimes 
(n° 16, 6°); 

Very... 9,2... ., les coefficients des dérivées parametriques 
dont le caractère immédiat du systeme [z, /| autorise la présence 
dans les seconds membres de ses diverses équations; 

Wr, Y,...,u,6,...), ... les termes indépendants de ces dérivées 
dans les mêmes seconds membres. 


Cela posé, nous demontrerons les points suivants : 
Il. St Von designe par 
By A rs -.., Am CR > tne 5e 


des constantes positives quelconques, par & une constante positive plus pe- 
lite que 1, et st l’on pose, pour abreger, 


T -@(2 rn) (y -- Vo) Billa WW) — B,(v —- vo) +. 


6(7) =. 1. 
le systeme différentiel total obtenu en egalunt a 


(6) = — 
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les gh quantités 
B, du 3, de 


a, dx’ a, dx’ 
(7) \ Bu du 5, de 


admet un groupe d intégrales ordinaires olotropes en Xo, Yos -- . et S'y re- 
duisant respectivement à Uy, Vy, ...; les dérivées de tous ordres de ces inte- 
grales ont des valeurs initiales essentiellement réelles, positives et indepen- 
dantes des valeurs particulières choisies pour x4, y,,..., Uo, Vos 


Effectivement, ce système mis sous forme immédiate est passif, ainsi 
qu'il est facile de s’en assurer, et admet par conséquent (n° 31*) un 
groupe d'intégrales ordinaires satisfaisant aux conditions initiales dont 
il s’agit. Si l’on développe maintenant la fonction O(-=) suivant la for- 


mule 
1+ TT T+..., 


et qu ‘apres avoir remplacé 7 par sa valeur on ordonne par rapport aux 
puissances de 


AY i 7 * Los JY T7 Fo. se 8 | u U v Vos "79 


on voit Immédiatement que les valeurs initiales de cette fonction et de 
ses dérivées de tous ordres sont essentiellement réelles, positives et 
indépendantes des valeurs particulières choisies POUF Xo, Yos ++.» Uos 


v,.-... Il en est de même de la fonction -— OG 26 du ‘on peut déve- 
lopper suivant la formule 


1-80 - &®O?--..., 


par suite enfin du produit 2O(<) 1-26) » second membre commun à 
toutes les équations différentielles du système total. Les valeurs ini- 
tiales des dérivées de tous ordres de nos intégrales jouissent donc, 
elles aussi, de la propriété énoncée; car, en vertu des formules ultimes 
appliquées à leur calcul, elles se présentent sous forme d'expressions 
entières, sans aucun signe —, par rapport aux valeurs initiales de la 
fonction (6) et de ses dérivées partielles. 
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II. Les intégrales dont nous venons de constater l'existence verifient 
tdentiquement un système |, L|, immédiat et linéaire comme | i, [|], et pre- 
sentant avec lu cette seule difference que les diverses fonctions 


VL, Yn ...,u,0, vende ..., (rx, ..., Uy Oy weeds 


s'y trouvent remplacées par des fonctions de la forme h®@(7=),...,0U À, .… 
désignent des constantes positives. 


Soient, en effet, 


(8) = 


l'une des équations du systeme [z, /]; g le nombre, au moins égal à r, 
des dérivées parametriques dont le caractère immédiat du système 
autorise la présence dans le second membre de l'équation (8) (10); 
et v,, Va, --+, Vg des quantités positives vérifiant la relation 


Vi Vet... + Va — €. 


De l'équation 
Si du BOC) 
a, de ı—e6(r) 





qui figure dans le systeme différentiel total défini à l’alinéa I, on tire 
immédiatement 


du & du du 
(9) de = 5, 9@) + ¥O(t) m ru), 


Comme les diverses quantités (7) deviennent identiquement égales 

entre elles par la substitution à a, ¢, ... des intégrales considérées, la 
, + , du we 

derivee a ne diffère alors que par un facteur constant positif de cha- 


cune des g dérivées qui figurent éventuellement dans le second 
membre de l’équation (8); rien n'est donc plus facile que d’introduire 
ces q dérivées respectivement dans les g derniers termes de l’équa- 


; d - 
tion (9) à la place de a On fera des calculs analogues au precedent 


en considérant l’une après l'autre toutes les équations du systeme [r, /], 
et ilest clair que le systeme [I, L] ainsi obtenu satisfera à toutes les 
conditions énoncées. 
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Nous nommerons v,... toutes les quantités analogues à v,, v,. ..., 
v, qui figurent dans les seconds membres de ces nouvelles équations ; 
W(x, y,...,u,v,...),... les coefficients des dérivées paramétriques 
et Q(x, y,...,u,v,...),... les termes indépendants de ces dérivées 
dans les mêmes seconds membres; enfin Y, ®, ... les déterminations 
initiales, relativement au systeme | 1, L], des intégrales dont nous ve- 
nons de constater l'existence. 


En désignant par X, ... celles des constantes >, ... qui figurent dans 
l’une ou l'autre des fonctions W (x, y, ...,u,v,...),...,et par À”, ... 
celles qui figurentdans l'une ou l'autre des fonctions Q(x,y,...,u,v,...),.…., 
on voit immédiatement que les premieres ont des expressions indepen- 
dantes de w, et les secondes des expressions linéaires par rapport à w. 


III. Soient 7 une constante positive inférieure à tous les olometres 
des composantes Ÿ(æx,y,...;u,v,...)...., &(æ,y,...;u,v,...), coos 
et des déterminations initiales v, &, ... pour les valeurs initiales de 
leurs variables respectives; M, ... d’autres constantes positives en 
même nombre que les fonctions U, ..., et respectivement supérieures 
(ou égales) aux modules que ces dernières peuvent acquérir à l’inte- 
rieur ct sur les circonférences des cercles de rayon r ayant pour cen- 
tres les points æ,, Yo, ..., Mor Po, ...: Il est clair que les constantes 
M, ..., les constantes v, ... et les constantes A’, ... se correspondent 
respectivement. 


Supposons actuellement que, par un choix convenable des constantes 
(10) X15 Is ...;g An; By, Bs, ce ey De; €; v, ey 


on puisse réaliser a la fois toutes les conditions suivantes : en même temps 
que la constante & est inférieure à l'unité et que les diverses constantes v, ... 
figurant dans une même équation quelconque du système Il, L] ont une 
somme égale ae, comme l'exige la definition du systeme dont il s'agit, 
les constantes a,, &,, ..., ay, Bas Bar ..., By sont toutes supérieures (ou 
égales) à + et les constantes X, ... [dont les valeurs dépendent de celles 
qu'on attribue à (10)| respectivement supérieures (ou égales) aux con- 
stantes M, ... 

Cela étant, le systeme |t, l| admet certainement un groupe d’integrales 
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fictives repondant aux determinations initiales v, | construites a 
l'aide des relations (sw ). 


Effectivement, soient 


N une quantité positive supérieure à tous les modules que peuvent ac- 
quérir les composantes w, ... et les dérivées premières des fonc- 
tions v, 9,... à l’intérieur et sur les circonferences des cercles de 
rayon r ayant pour centres les valeurs initiales de leurs variables 
respectives ; 

a la plus petite des quantités &,, 4, ..., 045 

B la plus grande des quantités 6,, By, ..., Bg. 


5 


Prenons enfin pour la constante u, encore indéterminée, une valeur 
vérifiant l'inégalité 
— B 
11 “> N—. 
(11) p> 7 
Cela étant : 
1° Puisque les constantes A’, ... sont respectivement supérieures 
aux constantes M, ..., et les constantes &,, Ans»... a, By» Bar ..., By 
oe „41 . . 
supe à - ux valeurs 
toutes superieures à =» on voit sans peine que, par rapport aux va 


initiales Hy, Vor +++ Uys Vos --., les fonctions W, ... sont respectivement 
majorantes (31*, 1) pour les functions 


M 





= — — lel 9 ee ey 


2’ — Paty —— Vor. oe OT {t TT yt — “+: ee 


qui, à leur tour et en vertu du même raisonnement qu'au n° 31* (II), 
sont respectivement majorantes pour les fonctions y, .... D’autre part, 


u . ‘ N a “ r 
les constantes A’, ..., au moins égales à u yj? sont toutes supérieures 


a N en vertu de l'inégalité (11): les fonctions Q, ... sont donc majo- 
rantes pour 





— --1- He — — He 


41° — Ly “+ Y¥ — Vo TT. + tt — + 4° — Cote. . 


r 


et, a plus forte raison, pour les fonctions w, .... 
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2° Il est clair que les valeurs initiales des dérivées de tous ordres 
des fonctions Y, ®, ... coincident avec les valeurs initiales des deri- 
vées semblables des intégrales dont nous avons constaté l’existence 
dans le systeme différentiel total considéré à l'alinéa I. Or dans ce 
dernier, mis sous forme immédiate, le second membre d’une équation . 
quelconque est évidemment majorant pour 


a, 20) 
BF: — er)" 
et a plus forte raison pour 
a 
(12) . pu Slabs — toa ÿo+...)], 


car on voit aisément que la suppression du dénominateur 1 — ¢@(7), 
puis la diminution des coefficients positifs «,, a, ..., a, et, By, ..., 
B,, qui se trouvent remplacés, les premiers par a, les seconds par o, 
ne peuvent que diminuer les valeurs initiales de la fonction et de ses 
dérivées de tous ordres; d'ailleurs, en vertu de (11) et de a>> = la 


fonction (12) est a son tour majorante pour 
(13) NO| Herr yet]. 


Donc les seconds membres des équations du systeme différentiel total 
mis sous forme immédiate sont tous majorants pour la fonction (13) 
relativement aux valeurs initiales æ,, 7,....,4u,,4,,.... Dès lors, si 
l’on considère d’une part le systeme dont il s’agit, d'autre part le sys- 
teme différentiel total évidemment passif qui se déduit du précédent 
en y remplaçant tous les seconds membres par la fonction (13), il ré- 
sulte immédiatement de la forme des expressions ultimes (15), (16, 3°) 
que les dérivées de tous ordres des intégrales déterminées par les con- 
ditions initiales u= u, 0 —#,,... pour æ = xs, Y=Yo, ... auront 
dans le premier des valeurs initiales supérieures à celles qu’elles pos- 
sedent dans le second. D'après cela, /a valeur initiale d'une dérivée 
quelconque d'ordre mde Y, ®, ..., surpassera la quantité 
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>... dans le système [i,/]ou |I,L]; 2° pour 3,, 8,, ... les produits 
de n par des puissances de 5 dont les exposants soient respectivement 
égaux aux rangs de régularité des fonctions inconnues u, 9, .... Desi- 
gnant enfin par n la plus petite des constantes v, ..., assujettissons 
a, B, y, n à vérifier les inégalités évidemment compatibles 


n 


(14) a<ol, (15) x < i} 
. . Q 

(16) Br, (17) B> nah’ 
P 
(18) > (19) 17%" 


Cela posé, on voit immédiatement qu'en vertu de (14) et (16), les 
constantes appartenant respectivement aux deux groupes @,, ..., &, et 
B,,..., 3, sont au moins égales, les premières à ya“, les dernières à 
nß, et que des lors, en vertu de (18) et (19), elles sont les unes et 
les autres supérieures AP: 

D'autre part, si l’on désigne par #4), ... les diverses variables de 
rang J, par 4%, ... les diverses fonctions de rang & du système [T, L |. 
par 4, ...,s®,... leurs valeurs initiales, l’une quelconque des équa- 
tions qui composent ce système est de la forme 


dsi#) Y B-* Li 1 j” kt (o( kilt k 
ah I GE... + pari" (LU DH... BAT (SAM — glk) +. +... 





(20) { Bri-* an . PPT . ds) 
| BL... + ya UN — 80) +... BR" (SAT — SE) +. Ion 


. ry e ° . kl—k , e 
et il s'agit de faire voir que la constante v7 est nécessairement su- 
périeure à Q. Observons à cet effet qu’elle ne peut tomber au-dessous 
de 


ki—k 
(21) n-— 


a 

Si A’ > &, la différence 7’ — j peut avoir une valeur entière quelconque 
n’excédant pas l'intervalle de — (A —1) 4A -—1, et, comme les con- 
stantes x, 3 sont la premiere inférieure, la seconde supérieure à l’unite, 
l'expression (21) surpassera toujours n32*, et à plus forte raison Q en 
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vertu de l'inégalité (17). Si A’ == 4, on a nécessairement 7’ >), parce 
ue, alors, pour s comme pours“, la variable 27! est principale et l’autre 

q 

4 paramétrique relativement au système [I, L]: la plus petite valeur 


. a e n ® , , 
possible de la même expression sera donc -; quantité encore supé- 


rieure à Q en vertu de l'inégalité (15). Le cas de A’ <A ne peut;d’ail- 
leurs se présenter ; car alors, des deux fonctions s“-, s®, la premiere 
aurait un rang de régularité inférieur à celui de la seconde, et par 
suite aucune dérivée de s°”? ne pourrait figurer dans le second membre 
de l’equation (20) qui a pour premier membre une dérivée de s®. 


30. La proposition du numéro précédent subsiste pour tout systeme im - 
médiat et linéaire pouvant se déduire de quelque systeme partiel, immédiat 
et régulier, par la suppression de certaines équations différentielles. 


Il est évidemment permis de supposer que le système partiel, imme- 
diat et régulier dont parle l'énoncé, est lui-même linéaire : désignons 
alors par |[z, /]| le système proposé, par |z, /] celui d’où on peut l’ex- 
traire, et par (4) l’ensemble des équations qu'il faut adjoindre au pre- 
mier pour obtenir le second. Le système auxiliaire [I, I] considéré au 
numéro précédent (II) se compose évidemment de deux groupes 


[LE LJ], (X 


qui correspondent respectivement aux groupes 


[Le 4]], (x) 


dont se compose [¢, /|. Si l'on fixe arbitrairement les constantes e, 
v, ... sous les seules conditions exigées par la definition du sys- 
teme [I, L], il résulte de ce que nous venons de voir (29, IV) que, P, 
Q désignant deux constantes positives absolument queleonques, on 
peut trouver au-dessus de P des valeurs de &,,.. , «;,ÿ,, ..., By ren- 
dant supérieures à Q les diverses constantes A’, ... du système [I, L], 
et par suite celles du groupe |[I, L]]. Il suffit maintenant, pour 
achever la démonstration, de se reporter à la proposition énoncée dans 
l'alinéa III du numéro précédent. 


31. La proposition du n° 29 ne cesse pas d'être vraie lorsque le système 
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x 


différentiel considéré est total, ou qu'il peut se déduire de quelque systeme 
total par la suppression de certaines équations. 


Nous supposerons, comme toujours, que le groupe simple de for- 
mules à l’aide duquel on construit les développements est entièrement 
composé de relations ultimes. Nous nommerons 


Los Yo, --. les valeurs initiales des À variables indépendantes x,y, ..: 

Ug, Vos -. Celles des g fonctions inconnues u, 9, ...; 

uv, #, ... les déterminations initiales de ces dernières; 

W(xX,y,...,u,V,...),... les seconds membres des équations propo- 
sées ; | 

r une première constante positive inférieure à tous les olomètres des 
fonctions w, ..., v, 9, ... pour les valeurs initiales de leurs variables 
respectives ; 

u une deuxième supérieure à tous les modules que les fonctions w, ... 
et les dérivées premières de v, 5, ... peuvent acquérir à l’intérieur 
et sur les circonférences des cercles de rayon r ayant pour centres 
ces valeurs initiales. 


Nous poserons enfin 


_ CH. Le 
_ try Zt Humor: 
r 


A(x, à, 0.9 U,V, eee) —- — > 


et nous considérerons le systeme total obtenu en égalant a 
Alz,y,...,u,v,...) les gh dérivées | 


du dv 
de dr 
du dv 
dy 3 dy > ? 


9 oes 


Ce systeme passif possède un groupe d’integrales ordinaires olo- 
tropes en x,, Yo, -.., Sy réduisant respectivement à wy, Par ..., et 
possédant des dérivées de tous ordres dont les valeurs initiales sont 
essentiellement réelles, positives et indépendantes des valeurs parti- 
culières choisies pour 9, Yo, ..., Uys os ---3 les intégrales en question 
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I. D’un systeme immédiat et non linéaire quelconque, nous dédui- 
rons d’abord un systeme linéaire par le procédé suivant : 

1° g désignant toujours le nombre des fonctions inconnues et / 
celui des variables indépendantes, adjoignons aux fonctions inconnues 
du système donné de nouvelles fonctions inconnues en nombre égal à 
celui des diverses dérivées paramétriques; écrivons dans les cases 
vides du Tableau de nouvelles équations différentielles exprimant 
l'égalité entre les nouvelles fonctions inconnues et les dérivées para- 
métriques des anciennes ; remplaçons enfin dans toutes les équations 
proposées les diverses dérivées paramétriques par les nouvelles fonc- 
tions inconnues qui leur correspondent : nous obtiendrons ainsi un 
groupe (E) composé de gh équations. 

Par exemple, si le Tableau du système immédiat proposé contient la 
colonne | 

(a) 





(y) 
du 
(22) { (3) T =... |, 
du 
(s) Is 


les équations qu'il faudra écrire dans les cases vides de la colonne en 
question seront 


du , du du , 


— 


(23) AE le dy == Uy, qe 


où u,, u, u, désignent de nouvelles fonctions inconnues. 
2° Dans le système (E) évidemment immédiat (puisque les seconds 
membres ne contiennent plus aucune dérivée), toutes les variables 
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sont devenues principales par rapport à chacune des anciennes fonc- 
tions inconnues, et l’on peut, pour chacune de ces dernières, diviser 
en trois groupes les dérivées complexes du second ordre : les unes 
sont prises par rapport à deux anciennes variables principales de la 
fonction considérée, les autres par rapport à une ancienne ct une nou- 
velle, les autres enfin par rapport à deux nouvelles, et à chacune de ces 
dcrivées correspond, comme on sait, une condition de passivité (22). 
Parmi ces diverses conditions, nous prendrons seulement celles qui 
correspondent aux dérivées de la seconde et de la troisième espèce, et 
nous les considérerons comme de nouvelles équations différentielles 


que nous adjoindrons aux précédentes. En prenant le même exemple 
du 
dx dy 
passivité qui correspondent respectivement aux dérivées complexes 


d'u . e ° . 
——,-, +++) la fonction u nous fournira ainsi deux groupes de nouvelles 
da dy 


que ci-dessus (1°), et désignant par | |; - - les conditions de 


équations différentielles. L’un d’eux contiendra les équations 


(24 au du au du au du 
1) dzdsŸ |dxas|’ dy ds " |dyds}’ |dtds |’ |dtds|’ 


ayant respectivement pour premiers membres 


du, du, dur du, du du; 
Ts “9 3 — 3 — —) ——, 
ds ds ds ds ds ds? 





et l'autre contiendra les équations 


du du du. 
dydt|’ |dxrdt}’ |drdr |’ 


qui devront être écrites de la manière suivante : considérant les équa- 
tions ajoutées à la colonne (u) dans l'ordre relatif (23) où elles se 
trouvent quand on parcourt cette colonne de haut en bas, on formera 
les conditions de passivité dont il s’agit en comparant d’abord la der- 
nière de ces trois équations aux deux précédentes, puis l'avant- 
dernière à la précédente, et en ayant soin de choisir pour premiers 
membres les dérivées de u, dans le premier cas, celles de u, dans le 
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second; on obtiendra ainsi 


(25) du — du, dus _: duy duy .— du, 
dc di dy dt Ax dy 

3° Cette suite d’opérations, répétée en considérant successivement 
toutes les anciennes fonctions inconnues, fournira deux groupes (F). 
(K) de nouvelles équations différentielles, composés, le premier d’é- 
quations analogues à (24), et le second d’équations analogues à (25). 
En désignant par (G) ce que deviennent les équations (F) lorsqu’on 
en élimine, au moyen des équations (K), les dérivées figurant dans les 
premiers membres de celles-ci, on obtient en définitive un systeme 
différentiel composé des trois groupes 


(26) (E), (G), (K). 


II. Etant donné un système immédiat non linéaire, le système (26) 
qu'on en déduit à l'aide du procédé ci-dessus indiqué (1) est immédiat 
el linéaire. 


Si le système dont il s’agit est immédiat, il est évidemment linéaire 
(27). 

Pour démontrer qu’il est immédiat, écrivons ses diverses équations 
dans les cases d'un quadrillage rectangulaire d’après les dérivées qui 
figurent respectivement dans leurs premiers membres. Il est bien fa- 
cile de voir comment les cases pleines et vides se trouvent alors dis- 
posées dans les colonnes qui correspondent aux nouvelles fonctions 
inconnues : si le Tableau du système proposé contient par exemple 
la colonne ( 22), nous aurons comme cases vides dans la colonne (x, ) 
celle qui correspond à la ligne (4), dans la colonne (u,) celles qui cor- 
respondent aux lignes (y) et (¢), dans la colonne (w,) celles qui cor- 
respondent aux lignes (x), (y) et (2). Et en rangeant ces trois 
colonnes dans l'ordre suivant : 
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(ue) (u,) (Uz) 

ny | dur dés | du, _ dur | 

(x) dx di | dr dy 

(> du, du, | | | 

I dy — à | | 

—|-—— ae ee ee ee | 

(27) an | du, du, | du, _ | 
Er Pe Ä ds | ds 1° 

(sy | Mee | du, | du, _ 

ds | ds — | ds ~"" 
(4) | 


il est clair que, dans une ligne horizontale quelconque du Tableau par- 
tiel ainsi obtenu, toute case située à droite d'une case vide est égale- 
ment vide. Supposons maintenant que, dans le système immédiat pro- 
posé, toutes les variables paramétriques de la fonction u le soient aussi 
pour une autre fonction v, et que le Tableau de ce systeme contienne 
par exemple les deux colonnes | 











| OC 
| | 
Ge) | | 
PU D no | 
{ 
(7) | | 
| | 
‘ l ly 
27 Gel 
ne 
| du _ | 
Gas 
| 
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Alors les trois Tableaux partiels 










































































(i) en CC 
(xy | dr _ du, | ai _ do, | dey de, | do, | ds | 
| dx "a | dx dt | dc ds | dr dy 
on | Me i | de an dey de 
Y dy dt | d y dt | dv ds | | 
—_ eo — —_ Ä — 
(3) | du, dv, _ de, _ | de, _ de, _ 
: | ds | ds | ds | ds ds °° | 
a nn ——-. 
1 , , , | 
(s) | dus. dede | | 
| S | as «lt | | | 
I _ _ 
| | | | | 
(t) | | | 
(u,) (6) (sr) (us) (v2) 
| du, __ du, | dv, _ dv, | | 
(7) dx dy dr dy | 7) | 
— TT —— - _ TT — — — 
(2) : | | (y) | 
_ nn. — _ 
| du, _ de, _ | dv, | _ du, _ dv, 
(3) ds | 5 | ds | (+ > ds 
u ' | ne yo 
| dus _ du, _ 
.. —— Ze ee BE en 
() | (er | | 


 — —— m am nm mn m  — —_—- 
. -- wee 


dont les colonnes se trouvent associées et rangées suivant une loi facile 
à apercevoir, jouissent de la même propriété que le Tableau (27). 

Cela posé, je dis que le système auxiliaire (26) est immédiat. 

Si l’on considère, en effet, le Tableau total, dans les cases duquel 
nous avons supposé écrites les diverses équations de ce système, les 
colonnes qui correspondent aux anciennes fonctions inconnues sont 
entièrement pleines et ne contiennent dans leurs seconds membres au- 
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cune dérivée, quelle qu’elle soit; les colonnes qui correspondent aux 
nouvelles ne contiennent dans leurs seconds membres aucune dérivée 
des anciennes. Examinons alors quelles dérivées des nouvelles fonc- 
tions inconnues figurent dans ces derniers seconds membres. 

Soient uw une fonction inconnue quelconque du système proposé, et 
(22) la colonne correspondante : puisque le système proposé est iın- 


médiat, les seconds membres des équations de cette colonne pourront 


du du du 


contenir les dérivées dd nulle autre dérivée de u. Dès lors. 
les équations des groupes 
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(30) 


pourront contenir dans leurs seconds membres les dérivées des groupes 
respectifs 


du, du, du, 
dt’ dt’? a’ 
du, du, du, 
dy’ dy’ dy’ 
du, du, du, 
dx’ dx’ de 

et nulle autre dérivée des fonctions 

(31) Un Uy, U 


Finalement, si, dans les équations (30), on tient compte des équa- 
° Mr 9 e ° , ee > x , ’ 

tions (25) et qu’on leur adjoigne ces dernières, les colonnes (u,), (u,). 
(u) ne pourront contenir dans leurs seconds membres, comme deri- 


vées des fonctions (31), que celles des groupes respectifs 





du, du, du,. 
dt” dt’ dt? 
du, du, du, 
Wy? dy? dt? 
du, du, du, 
dx dy 7 dt. 
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En jetant alors les yeux sur le Tableau partiel (27), on se convaincra 
que les conditions requises pour le caractère immédiat du système 
auxiliaire se trouvent de ce côté satisfaites. 

Soient maintenant u et » deux fonctions inconnues quelconques du 
système proposé. Si quelque variable principale de v y est parame- 
trique pour w, les seconds membres des équations de la colonne (u) 
dans le Tableau correspondant ne contiendront aucune dérivée dev; par 
suite, dans le Tableau du système auxiliaire, les seconds membres des 
équations des diverses colonnes (u’) ne contiendront aucune dérivée 
des diverses fonctions #’. Supposons, au contraire, que toutes les va- 
riables paramétriques de u le soient pour v dans le système proposé, et 
que les deux colonnes correspondantes soient, par exemple, celles du 


Tableau partiel (28). Les seconds membres de la colonne (4) pouvant 
dv dv dv dv | 


contenir les dérivées dx dy’ ds? dt’ et nulle autre dérivée de v, les 


équations des groupes (30) pourront contenir dans leurs seconds mem- 
bres les dérivées des groupes respectifs 


dt’ dt? dt’ ‘ade? 
dv, dv, de. dey, 
dy’ dy’ dy’ dy’ 





et nulle autre derivee des fonctions 


(32) e/ 


x» ta Ops 
Finalement, si, dans les équations (30), on tient compte des équations 


dv, dv. dv, _ de, dv, _ de, 
ds di’ dy dt’ dx” dt 
dv, dv, de, dv’, dv, _ dv’, 


Tr 


dy ds’ dh dr dy’ 





et qu'on leur adjoigne ces dernières, les colonnes (u’), (uw), (une 
pourront contenir dans leurs seconds membres, comme dérivées des 


Ce 
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fonctions (32), que celles des groupes respectifs 


dv, dv, de, dv, 
dt? dt’ dA’ di 
dv, de. de, dv’. 
ay dy? ds? a 
dv, de, ds, de, 


dx’ dy’ ds’? à 


En jetant alors les yeux sur les trois Tableaux partiels (29), on se 
convaincra que les conditions requises pour le caractere immediat du 
systeme auxiliaire se trouvent encore satisfaites de ce côté, ce qui 
achève la démonstration du point visé par le present alinéa. 


III. Le système auxiliaire (26) est régulier en mème temps que le pro- 
pose. 


Si, pour fixer les idées, on considère le systeme régulier (non li- 
néaire ) 


(u) (v) (w) (P) 
(x) du dv | dw | 
dr — de dx 
) du _ dv dw _ - 
u dy 7 dy dy | 
(3) a = | 
(s) 


il suffira, pour se convaincre que le système auxiliaire est également 
régulier, de ranger les colonnes de son Tableau dans l'ordre suivant : 


(u), (#), (w), (P)s ou) (os), (m5), (ps): 
(#5), (we), (Pi (Pb (Pr) 


Les lignes étant rangées, comme ci-dessus, dans l'ordre (x), (y), 


dun, de ÜEc. Normale. 3° Serie. Tome VI. — FEVRIER 1890. 9 
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(=), (s), chaque colonne parcourue de haut en bas se composera alors 
d'une file de cases pleines suivie d’une file de eases vides, et dans les 
divers groupes de colonnes indiques ci-dessus les nombres de cases 
pleines seront respectivement 


Si l'on considère au contraire le systeme irrégulier 





(tr) (v) 
nn 
wr) du | 
{ dr TT... 
on de 
” dy u | 
| = mo m mm | 
(3) | | 
| | 


les colonnes (u,.), (¢,.) offriront dans le Tableau du systeme auxiliaire 
les mêmes dispositions respectives de cases pleines et vides que les 
colonnes (z), (#») du Tableau ci-dessus; le système auxiliaire sera 
donc, comme le proposé, nécessairement irrégulier. 


IV. Considérons, pour fixer les idées, le système immédiat (non li- 


néaire ) 
du udn: | du dv ds 
dx r\ i's dos OSs Ig? dy” ds} 
du . ul | du dv ds 
(33) | dy U(r ree ds’ dy’ a) 
|. dv de 


-. NV ras --31—) 
. dx A PERS "dy ds 


dont les équations doivent ètre disposées comme ci-après : 


(35) 
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(u) (v) 
4) «(y) Wu. 
of) 
ed 


Le systeme auxiliaire défini à l’alinéa I est alors 


du too 
dx = U. (+, Ju, Vy Us Ws Va), 
du , 
MU Ce yy st es Wats) 
dv 
dr “= V.(z ys Ss, u, , "is v5); 
du , 
ds Te 
a 
. dv _ 

(36) \ dy — 1 v? 
di 
Br IT I. 


du, __ dU, dU, . | QU, , dU,du, | dU, dry | AU, dr, 
| de ds | du“? dy ‘3? " du, ds ‘ dv, ds F ds, dz’ 
{ 








: — Wy , dUy, | dU, du: | dU, dey | dU, dv: 
dy ds du wet du, ds © dv, ds A ds’ 
| dv, Nz  dV; dV, , dV, dey dV, dv, 








dr dy * du 7 dr dv, dy de ds 
dé, _ dV, dVzx, | dV, , | dVidsy | dVr dy, 


Ti 7 +} u, + Se, + bo = 
\ dx ads du * dv ©" de, ds dv, ds’ 


= 


ds. de, 


dy ~ ds’ 
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et ses équations doivent être disposées de la manière suivante : 


(u) (s) (u;) (v;) (#,) 





Cela posé, si le système unmédiat (34) possède un groupe d’integrales 
ordinaires 
u=Ulr,y,5, v—=V(r, 7,3) 
satisfaisant aux conditions initiales 


\ u =:u(3) pour L=2 Xo, J - Jor 


(40) 
e==9o(¥,5) pour wr: Xp, 


le système auxiliaire (39) possède le groupe d’integrales ordinaires 


dU , av dV 


(41) u=U(x, y,x), 6 V(r,y,s), u, ~ as? ¥~ ‘dy’ 


satisfaisant aux conditions initiales 


> pour 2.207, Y= Yo 5 — So; 
6 == O( Jo, 50) J 


u, —=v(3) N 
05 = 9, (Yo 3) | 


— ' . nd ps — 
Fr =9,(9535) pour = rs. 


| u —u(3,) | 


pour æ—=.ry = J'oi 


Il est d'abord évident que les fonctions (41) sont des intégrales or- 
dinaires du systeme (39). D'autre part, en considérant les fonctions U, 
V pour des valeurs de a, y, 5 suffisamment voisines de æ,, Yo» 5» 
groupant d'une manière convenable les termes de leurs développe- 
ments, et tenant compte des conditions initiales (40), on a les iden- 
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(ites 
U . = U(S) + (Z — roy) À + (y . - yo) B, 
Vz-9(),5) +(e — ro)C, 


où A, B, C désignent certaines fonctions de x, y, 3 olotropes en x5, 
Vos + On en déduit par la differentiation les identités 





dU _ dy 4 dA , , dB 
ds dg ("TGs TN M) 
qv — dy Be ER « ya 
dy dy" "dy 
AN de AC 
ds : rer) aE) 


qui, jointes aux précédentes, donnent bien pour les intégrales (41) les 
conditions initiales (42) 


rp ° 4 re N 9° , 
Réciproquement, st le systeme (39 ) possède un groupe d’intégrales or- 
dinatres satisfaisant aux conditions initiales (42), les valeurs de u, v qui 
y figurent forment un groupe d'intégrales ordinaires du systeme (34) 
satisfaisant aux conditions tnitiales (40). 


En effet, il résulte immédiatement de la nature même du sys- 
teme (39)que tout groupe d’intégrales ordinaires y est de la forme (41), 
et que les valeurs de &, ¢ figurant dans le groupe sont des intégrales 
ordinaires du systeme (3). 

Maintenant, les trois dernières des conditions initiales (42) four- 
nissent les identités 





aU a. 
We — er + (2— r,)A “+ ly — yo) B, 
dV dg 
/ _— — ft un —— ù 
(43) dy dy VP 
dV do 
ds 7 |, ta) D + (y¥-- Yo) H, 


ou A, B, C, D, H désignent certaines fonctions de x, y, 3 olotropes en 
Tor Yo» So. On peut poser, d'autre part, 


( U:=uy(5) + (x —axy)P+(y—¥0)Q, 
V=9,(y¥,5) + (2--2o)R, 
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où v,,2,,P,Q, R désignent de nouvelles fonctions olotropes pour les 
valeurs initiales des variables, et l’on en déduit par la differentiation 


les identités * 
(aU da, dP dQ 
(ee Gone 
pe dV ado, AR 
(pP) dy ~ dy -(r ro)? 





La comparaison des relations (43) et (45) fait voir que leurs seconds 
membres sont respectivement égaux, quels que soient x, y, 5; on en 
déduit que les relations 


dy da dan_.de del _[ 9 
ds ds’ dy dy’ ds Jr Las ly x, 


sont vérifiées, la premiere et la troisième quel que soit s, la deuxième 
quels que soient y et 5. La première de ces identités montre que la dif- 
férence 


(46) (3) — (3) 


est indépendante de 3; la deuxième et la troisième montrent successi- 
vement que la différence 


(47) a1(¥,5} --9(y. 5) 


est indépendante de y, puis de z (8*). Les differences (46), (47) se ré- 
duisent donc respectivement à des constantes. Si l'on attribue alors à 
x, ¥, 2, dans les formules (44), les valeurs particulières a9, Yo» 50, et 
que l’on tienne compte des deux premières conditions initiales (42), 
on voit immédiatement que les constantes dont il s’agit sont nulles. 
Les différences (46), (47) sont donc l’une et l’autre identiquement 
nulles, ce qu'il suffisait de prouver. 


V. Sula concordance numérique des relations primitiwo-ultimes (ou pri- 
mulives) a lieu dans le système immédiat (34) relativement aux conditions 
inuiales (ho), elle a heu dans le système auxiliaire (39) relativement aux 
conditions initiales (42), et réciproquement. 
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Pour abréger le langage, quand nous aurons à considérer les nou- 
velles fonctions inconnues 


' , 


Un 8 


' 
, 
yr Ns 


et leurs dérivées principales ou paramétriques de tous ordres 


d'u. ad" yy, d” 
detdy8 ds dxtdybds¥’ dr dyB dst 


nous appellerons souvent dérivées correspondantes de u, v les dérivées 


du dy dy | 
1 7° 3 Tr os 
3 dy dz’ 
d' + 1 tt dir! (‘ dl’! +1 (' 


dxtdybdst*' draaydHdst drtdy8 der 


(I faut bien se garder de confondre entre elles les deux locutions den- 
vees correspondantes ct derivees semblables.) 

(a) Occupons-nous d'abord de la proposition directe. 

Comme dans un systeme immédiat quelconque le groupe des for- 
mules (T') équivaut entierement à celui des formules primitives (16. 
3°), nous sommes ramenés à supposer que les relations du groupe (A), 
obtenu par la réunion des deux précédents, s’accordent dans le systeme 
propose (34) relativement aux conditions initiales (40), et nous prou- 
verons que les formules primitives du système auxiliaire (39), combi- 
nées avec les conditions initiales (42), ne peuvent alors fournir : 

1° Pour les fonctions u, v et leurs diverses dérivées, aucune valeur 
initiale si ce n'est celles qu'on obtient pour les mêmes quantités à 
l’aide des formules (A) du systeme (34), combinées avec les conditions 
initiales (40); 

2° Pour les fonctions «,, v,, ¢, et leurs diverses dérivées, aucune va- 
leur initiale si ce n’est celles qu'on obtient de la même façon pour les 
dérivées correspondantes de u, v. 

Tout d'abord, et par la nature même des conditions initiales imposées 
tant aux intégrales du systeme (34) qu'à celles du systeme (39), les fonc- 
tions u,v ont de part et d'autre la même valeur initiale, et les fonctions 
u,.%,.¢, Ont respectivement pour valeurs initiales dans le système (39) 
dv dy 


D ‘ , bd , du 
Q | à ’ à > ,, Q ap N — - _—— 0 
celles que possèdent dans le systeme (34) les dérivées 7—> dy? de 
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En outre, ainsi que nous allons le constater, les dérivées de u, rela- 
tives à la seule variable 3, les dérivées de v, relatives aux seules varia- 
bles y et 5, et les dérivées semblables de v, ont respectivement pour 
valeurs initiales dans le systeme (39) celles que possèdent dans le 
systeme (34) les dérivées (paramétriques) correspondantes de u, v. Ef- 
fectivement, les dérivées considérées de u_, 2 v, peuvent être soit 
paramétriques, soit principales : pour les premières, il suffit encore de 
comparer les conditions initiales; pour les dernières, les expressions 
primitives sont toutes fournies par la relation (38) et par celles qu’on 
en déduit à l’aide de differentiations convenables, et notre remarque, 
évidente lorsqu'il s'agit du genre 1, se vérifie de proche en proche, en 
passant d’un genre au suivant dans un ordre quelconque. 

Si l’on considère maintenant les dérivées de « relatives à la seule va- 
riable z et les dérivées de ¢ relatives aux seules variables y et 3, les 
valeurs initiales que leur assignent les formules primitives dans le 
systeme (39) sont précisément les mêmes que ces dérivées possèdent 
dans le proposé en vertu des conditions initiales (40): c’est la une 
conséquence immédiate de la remarque qui précède, si l’on observe 
que les expressions primitives des dérivées dont il s'agit sont toutes 
fournies par les relations (36) et celles qu’on en déduit à l’aide de dif- 
férentiations convenables. 

Il nous reste à considérer les dérivées de u, wu, qui contiennent dx 
ou dy au dénominateur de leur notation, et les dérivées dev, »,, v_ qui 
contiennent dr de la mème manière. Or la comparaison de la for- 
mule (35) aux formules (33), puis des formules (37) aux formules 





du _ dU, L du, du ri dU, dv . du, du 7” AU, do _ aU, die 
| drds ds du ds dv dz ' d 7) da" d dv\ dy ds D _ fde\ ds?’ 
| (2 (ay) (=) 

Du _ dU, di,du dU, de dU, Bu dU, adv aU, dv 

dyds ds du ds de ds” (du dst” dei dy & | /de\ ds®? 
à A) 

(48) : 3 dy, ds 

+ de dV, | WV x | Nıd N, dv. AV, dv 

dx dy. hy du "de dy’ ‚fde\ dy? jan dy ds’ 

.) di)" d( 
dy ds 
dy dV, dV,du  dV,do dV, dv AV, d'e 


ie du ds "de di” (4) dy ds" a( 4) dat’ 
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s,, v, et leurs dérivées de tous ordres ont respectivement, dans le sys- 
tème en question, les mêmes valeurs initiales que les dérivées corres- 
pondantes de u, v; car au nombre des relations primitives figurent les 
formules (36) et celles qu’on en déduit par des differentiations quel- 
conques. 

Cette remarque, combinée avec la nature des conditions initiales 
respectivement imposées aux intégrales hypothétiques des deux sys- 
temes, fait voir immédiatement que les fonctions u, v et celles de leurs 
dérivées qui sont paramétriques relativement au système (34) admet- 
tent chacune la même valeur initiale de part et d’autre. 

Finalement, si l’on veut se convaincre qu’il en est de même pour les 
dérivées principales de u, v, il suffira de différentier parallèlement les 
formules (33) et (35), et de raisonner de proche en proche en passant 
d'une classe à la suivante. 


VI. Le système immédiat (34) étant supposé régulier, et la concor- 
dance numérique des formules primitivo-ultimes étant supposée y avoir 
lieu relativement aux conditions initiales (40), le système immédiat et 
linéaire (39) (II) sera lui-même régulier (LIT), et la concordance numé- 
rique des formules primitivo-ultimes y aura lieu relativement aux con- 
ditions initiales (42) (V). Ce systeme admettra donc un groupe d’inte- 
grales ordinaires et un seul répondant aux conditions initiäles (42) 
(33), et par suite (IV) le systeme (34) admettra un groupe d’inté- 
grales ordinaires et un seul répondant aux conditions initiales (40). 


35. La proposition du numéro précédent subsiste pour un système im- 
mediat, semi-regulier et non linéaire. 


Les raisonnements sont tout à fait analogues à ceux que nous venons 
de faire. 


I. Considérons un système immédiat (5) déduit d’un autre système 
immédiat (2) par la suppression de certaines équations différentielles, 
et supposons, pour fixer les idées, que le système (5) soit représenté 
par le Tableau : 
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(u) (9) (w) 


( 49) 





où les cases vides entourées d’un double cadre correspondent aux 
équations supprimées de (8%). 

Le système linéaire déduit de (c) suivant le procédé indiqué au 
numéro précédent (1) se compose, comme on sait, de trois groupes 
d'équations que nous avons alors respectivement désignés par (E), 
(G), (K) : de ces trois groupes nous retiendrons seulement les deux 
premiers (E), (G), et nous nommerons (5°) le système différentiel 
formé par leur ensemble. En écrivant les diverses équations de ce der- 
nier dans les cases d’un quadrillage rectangulaire d’après les dérivées 
qui figurent respectivement dans leurs premiers membres, et entou- 


rant ensuite certaines cases vides d’un double cadre, on obtiendra le 
Tableau : 


(u) (v) (w) (ur) (uy) (us) (ey) (v5) (w;) (w,) 
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Dans chacune des colonnes (w,), (u,), (u,) du Tableau (50), les 
cases pleines, les cases vides entourées d’un simple cadre et les cases 
vides entourées d’un double cadre présentent la même disposition 
relative que dans la colonne (u) du Tableau (49); il en est de même 


pour les colonnes (v,), (v,) du premier Tableau par rapport à la co- 
lonne (v) du second, et ainsi de suite. 


II. Le système (9') est immédiat et linéaire, et il en est de méme du 
système (2’) obtenu en écrivant dans les cases vides doublement encadrées 
du Tableau (50) des équations différentielles dont les seconds membres 


aient une forme convenablement choisie ( par exemple se réduisent tous à 
zero). 


III. (2) est régulier ou irrégulier en même temps que (3), et (s') en 
méme temps que (3); d'où résulte que (s’) est semi-regulier toutes les fois 
que (a) jouit de cette propriété. 


IV. Si le systeme (5) possède un groupe d'intégrales ordinaires 


u== U(z, »,3,s), 
. e = V(z, y,5,5), 
w— W(.24, y, 5,5) 


satisfaisant aux conditions initiales 


[| wa (2, Y¥,S) pour 3=:3; 


31) ‚9 —=9(Yy,s) D LI Los 3 = 30; 


9 


_ wr (5, S) » LT Lo Y= Vos 
le système (s') possède le groupe d'intégrales ordinaires 


u = U, v= V, wi W, 





, aU ‚_. aU , al 
We Get yy? Gg 
, _ dV ,  dV 
ag Ge? 

, aw , aw 
wi. == ) we) 
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/ 


satisfaisant aux conditions initiales 


u —U(Tos Yo So) 
| © = P(Y0 So) > pour 22, VY — Jos 5 = Soy IS 
| = Y( Soy So) 


' 
U. _ — 


uy. == Z- } pour s = 


u 
= 
we 


u 
© 


> pour r— 2p, 5 


pour zZ =r, ¥ = Yo 


En = * 


Reciproquement, si le système (s' ) possède un groupe d’integrales ordt- 
naires satisfaisant aux conditions initiales (52), les valeurs de u, v, w qui 
y figurent forment un groupe d'intégrales ordinaires du système (7) sa- 
usfaisant aux conditions initiales (51). 

V. St la concordance numérique des relations primitivo-ultimes (ou pri- 
mitives) a lieu dans le systeme (5) relativement aux conditions ini- 
tiales (51), elle a Leu dans le systeme (7') relativement aux conditions 
initiales (52). 

VI. En rapprochant du n° 33 les alinéas précédents, on obtient im- 
médiatement la proposition à démontrer. 


36. En résumé donc, tout système différentiel jouissant de la double 
propriete d'être : 1° immédiat; 2° régulier ou semi-réguler, possède un 
groupe unique d’integrales ordinaires répondant a des conditions ını- 
tiales choisies de manière a assurer la concordance numérique des relations 


primitivo-ultimes. 
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Il en résulte qu'un semblable systeme, lorsqu'il est passif, possède un 
groupe unique d'intégrales ordinaires répondant a des conditions initiales 
arbitrairement choisies. 


37. L'intégration de tout système immédiat non linéaire peut se ra- 
mener a celle d'un système immédiat, mais linéaire; si l'un de ces sys- 
tèmes est passif, l'autre l’est également, et si l’un d'eux est intégrable sous 
des conditions initiales arbitraires, le second jouit de la même propriété. 


Le système linéaire auquel nous faisons ici allusion est précisément 
celui dont le mode de formation a été indiqué au n° 34 (1), et il est 
tout d’abord évident que la recherche des intégrales ordinaires du sys- 
teme proposé se ramène à celle des intégrales ordinaires du systeme 
ainsi obtenu. Il reste à démontrer que ceux-ci jouissent bien l’un par 
rapport à l’autre de la double propriété énoncée. Pour fixer les idées, 
nous raisonnerons sur les systèmes (34), (39). 


l. Si l’on désigne par À(:), w(3) deux fonctions olotropes en 3 = z,, 
el par v(v,3) une fonction olotrope en y = Yo. 5 = 39, U existe deux 
fonctions v(z), o(y, 3), olotropes pour ces valeurs particulières, et satıs- 
faisant respectivement aux deux systèmes de conditions 


El d 
(53) = — À(:), y(3,) = U; 

., d: ‘d 
(54) iy =:v(y, 3), Bee u(3), O( Yor 50) = Fos 


où Uy, v, désignent deux constantes quelconques. 
Effectivement, chacune des trois équations différentielles 


. dy(z d ,2) 
=A(5), x —u(s), 2 


al 





ds(3) lv. 
ur =v(y.5) 


~~ 


(où les fonctions v, 7, 2 sont pour le moment inconnues) constitue à 
elle seule un systeme immediat, régulier et passif. La premiere admet 
donc une intégrale v(z), olotrope en z, et s’y réduisant à u, ; la se- 
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conde une intégrale 4 (3) olotrope en z, et s’y réduisant à v, ; la troi- 
sieme une intégrale 5 (y, z ), olotrope en y,, 2, et se réduisant à y(3) 
pour y = y,- Des deux fonctions v(s), 3(y,3) ainsi déterminées, la 
première satisfait évidemment aux conditions (53), et il est facile de 
voir que la deuxième satisfait aux conditions (54). En effet, pour des 
valeurs de y, 3 suffisamment voisines de y,, 3,, on a l’identite 


(u 53)=34(5) + (I — Jo) À, 


où A désigne une fonction de y, 3 olotrope en y,, z,. Il en résulte 
d’abord 

(Yo 50) == % (20) == Vos 
puis 


d d 
RD + — 70) Se = la) + C7 — ye) 


et enfin 


Il. Sz le système propose (34) est passif, ou bien s'il est intégrable sous 
des conditions initiales arbitraires, le système linéaire (39) jouit de la 
propriete correspondante. 


Effectivement, soient 


|; our z= To ; 
lez |? 0 TJ 


ve, =v(y,3) pour r= x, 


des conditions initiales arbitrairement choisies pour les intégrales 
ordinaires du systeme (39), et v(3), 2(y,3) les deux fonctions dé- 
finies à l’alinéa précédent. 

Si l'on suppose en premier lieu que le système proposé (34) soit 
passif, la concordance numérique des relations primitivo-ultimes y a 
lieu par rapport aux conditions initiales (40): elle a donc lieu (34, V) 
dans le système (39) par rapport aux conditions initiales (42), qui 
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peuvent s'écrire sous la forme (55). Il en résulte que les deux expres- 
sions ultimes de chaque dérivée complexe du second ordre s'accordent 
numériquement dans le système (39), quelles que soient les condi- 
tions initiales imposées à ses intégrales, ce qui suffit, comme nous 
l'avons vu (22), pour que le système dont il s’agit soit passif. 

Si l’on suppose, en second lieu, que le systeme (34 ) soit intégrable 
sous des conditions initiales arbitraires, il l’est en particulier sous les 
conditions initiales (40); le systeme (39) est donc intégrable (34, IV) 
sous les conditions initiales (42) ou (95), c'est-à-dire sous des condi- 
tions initiales arbitraires. 


II. Recıiproquement 


Soientu(s),9(y, 2) des determinations initiales arbitrairement choi- 
sies pour les integrales ordinaires du systeme (34). 

Si l'on suppose passif le systeme (39), la concordance numérique 
des formules primitivo-ultimes y aura lieu relativement aux condi- 
tions initiales (42), et par suite (34, V) elle aura lieu dans le sys- 
teme (34) relativement aux conditions initiales (40). Ce dernier sys- 
teme est donc passif, en vertu du même raisonnement que plus haut. 

Si l'on suppose enfin que le systeme (39) soit intégrable sous des 
conditions initiales arbitraires, il le sera en particulier sous les con- 
ditions initiales (42), et, par suite (34, IV), le systeme (34) sera in- 
tegrable sous les conditions initiales (40). 


38. La reduction à quelque systeme linéaire d’un systeme donné 
qui ne l’est pas a été tout à l'heure utilisée comme artifice de démon- 
stration (34); mais il convient, selon nous, de lui attribuer une portée 
infiniment plus grande. On remarquera en effet que l'on ne saurait, 
d'équations finies données, déduire des équations différentielles 
quelles qu’elles soient, sans passer par les relations essentiellement li- 
neaires que la différentiation fournit tout d'abord. Ce fait autorise à 
penser que les équations linéaires forment une étape non moins essen- 
tielle dans la marche inverse qui conduit d'un systeme d'équations 
différentielles données à leurs intégrales. 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Mans 1890. 11 
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Systèmes immédiats qui ne sont ni réguliers ni semi-réguliers. 


39. Soient [7,2] un système partiel, immédiat et linéaire, et [I, L] 
le systeme de même forme défini à l'alinéa II du n° 29. Si le premier 
appartient à la catégorie des systèmes différentiels visés par l'énoncé 
du n° 29 ou par celui du n° 30, on peut, comme nous l'avons vu, dis- 
poser des constantes (10) de manière à réaliser à la fois dans le second 
toutes les conditions énoncées à l'alinéa III, et de la résultent succes- 
sivement le.theoreme général du n° 33 et celui du n° 36. Mais, dans le 
cas contraire, il peut fort bien arriver que la determination dont il 
s'agit cesse d'être possible; elle le sera toujours à la vérité si, dans 
les cercles de rayons r et de centres xy, Yo. ..., Uns Vos ++. que nous 
avons alors considérés (29, III), les coefficients des diverses dérivées 
paramétriques conservent des modules suffisamment petits, mais la 
démonstration générale n’en tombera pas moins en défaut. Cela induit 
a penser que dans les systèmes immédiats qui ne sont ni réguliers ni 
semi-réguliers, l'existence des intégrales ordinaires répondant à des con- 
ditions initiales données est incertaine, même en supposant (ce qui est de 
toute nécessité) que ces dernières assurent la concordance numérique des 
re/ations primitivo-ultimes. | 

Et, par le faut, ul existe des systèmes de cette espèce qu'un choix conve- 
nable des données initiales, tout en assurant la concordance dont il s'agit, 
laisse dépourvus des intégrales correspondantes. 

L'exemple très simple que nous allons traiter en fournira la preuve. 


10. En appelant H,, H, deux constantes réelles et positives, nous 
considérerons le système 





(56) / 


I. TU + H, Tr — 
ay 





immediat, passif et linéaire, mais qui n’est évidemment ni régulier ni 
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semi-régulier. Le systeme linéaire semblable construit, comme nous 
l'avons indiqué au n° 29 (IT), est ici 


(u) 
du | I ZX] du 
re 








où © désigne la fonction 
ae a) Fu BE 


La démonstration du n° 29 (III) sera applicable si l’on peut disposer 
des constantes €, z,, 2,, de manière à avoir simultanément 


E< 1, 2! >H,, ce >H,, 
Ir x 
c'est-à-dire 


€ 


3 EI Hy Lu _ 
(97) <I; & Le IF, 


Il résulte de la que le produit H,H, doit être inférieur a ¢? et, par suite, 
à l'unité. Reciproquement, st l'on a H,H,< 1, on peut satisfaire aux 
inégalités (57) par une infinité de valeurs de €, &,, a, et le systeme 
(56) possède un groupe d'intégrales ordinaires répondant à des determi- 
nations initiales arbitrairement choisies. 


41. Mais, si l’on a au contraire H,„H.> 1, la démonstration dont 
il s’agit cesse d’être applicable, et nous allons effectivement prouver 
qu’en supposant, pour plus de simplicité, H, = H,= H, /e systeme 








(u) («) 
(58) eo a ee 
| dv dv 
(y) TRES Ha 
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ainsi obtenu ne possède, pour H >1, aucun groupe d'intégrales satisfai- 
sant aur conditions iniliales 


(59) u —y pour «ro, 


cr pour y=o. 
I. On aperçoit d’abord sans difficulté que 


“nas Spyqs 


valeurs initiales fqurnies par les relations ultimes pour les dérivées (sup- 


posées principales ) 
dP+4u P+ ¢ 


nn 
dae dy drP Pd yr 


sont des polynomes entiers en H a coefficients positifs et entiers. 


En outre, à cause de la symétrie parfaite tant du systeme (58) que 
des données initiales (59), les polynömes 


Up Vayp 


(ou p doit être supposé au moins egala 1) sont nécessairement identiques. 


ll. En appelant à Sp le degré en H du: polynôme u pg (Où p > 0), on a. 
quel que soit l'indice m(> ı), 


, “ N 
(60) Dim On - 1,0 


am —1 


Car la différentiation m 
ay 


lonne du systeme (58), donne la relation primitive 


> exécutée sur l'équation de la premiere co- 


qm u qn! v dr u 


dr dy" -1 7 dy™ i + dy"? 


en remplaçant, dans le second membre, la dérivée principale Ti 
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par son expression ultime, et faisant ensuite x = y = 0, on aura 


Uni = Vowm—t +... 


ou, a cause de I, 


im — Un—1,0 77 se ee 


Ill. Dans les mêmes conditions, on a encore 


(61) À n ,0 0, ml + m — I. 


- 9 


Designons, en effet, par p un entier quelconque de la suite 
2, 3, ..., M—I, m, 


et exécutons sur la méme équation que précédemment la différentiation 
dr! 


Dim) elle donnera, pour x = y = 0, 


Upim-p—=.. + H pet m p+1 
9 a 
d'où 
IN ss, 
O„,m-pZ: Op—1,m—p+1 + I. 


En donnant successivement à p les diverses valeurs ci-dessus indiquées 
et ajoutant membre à membre les relations correspondantes, on arrive 
bien à l'inégalité (61). 


IV. On u, quel que soit l’entier positif m, 
(62) mo le 


Si m=1, la relation u, — H donne immédiatement 6,, =1. Dans 
le cas contraire, on a, par la combinaison des relations (60), (61), 


a N 
Ô y ,0 On-ı, + m — 1; 


en ajoutant membre à membre cette dernière inégalité avec celles qui 
s’en déduisent par la substitution successive de m—1, m—2,..., 
2 à m, et avec l'égalité 5,,— 1, on obtient précisément l’inégalité (62). 
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V. En vertu de la premiere remarque faite dans l'alinéa 1, de la re- 
lation (62) et de l'hypothèse H>ı,ona 


mimi, 
Umo=H 3 

Si donc on appelle £ le module de x, et que l’on considère dans le 

développement de l'intégrale hypothétique u la partie indépendante 

de y, le terme général de cette dernière a un module au moins égal à 


mım — 1) = 
——— +} „m 


1 2: = 
_- 
L 1 





Or l'expression que nous venons d'écrire croit indéfiniment avec 7 
pour toute valeur de & supérieure à zéro; car, en y remplaçant m par 
m +1 et prenant le rapport de cette nouvelle expression à la pre- 
mière, on obtient 


quantité que l'on démontre aisément être infinie avec m lorsque H est 
> I. 

La partie considérée dans le développement de « est donc une série 
divergente, le développement tout entier aussi, et, comme nous 
l'avons annoncé, les intégrales u, ¢ ne sauraient exister. 

On arriverait, à plus forte raison, à la même conclusion, si l’on pre- 
nait comme déterminations initiales de u, # des fonctions respective- 
ment olotropes en x = 0, y =o, et dont les développements par la 
formule de Maclaurin eussent tous leurs cocfficients positifs, ceux 
de x et de y ne tombant pas au-dessous de l'unité. 


42. On voit par ce qui précède que, pour un système immédiat, 
mème passif, qui n'est ni régulier ni semi-régulier, l'existence des in- 
tégrales ordinaires répondant à des conditions initiales données est es- 
sentiellement précaire. Elle dépend de la nature des composantes 
qui figurent dans les seconds membres des équations différentielles, 
comme aussi de la nature des determinations initiales, et il peut fort 
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bien arriver qu'en modifiant les unes ou les autres (sans changer la . 
répartition des cases pleines et vides dans le Tableau du système) les 
intégrales existent dans un cas et disparaissent dans un autre. Il 
n'entre pas dans notre cadre d’approfondir davantage cette aride ques- 
tion, à laquelle nous n’apercevons d'ailleurs, dans l’état actuel de 
l'Analyse, aucune application intéressante. 


43. La remarque suivante est essentielle à noter. Un système immé- 
diat qui n’est ni régulier ni semi-régulier peut parfois être privé 
d’integrales répondant à certaines conditions initiales, mais if n’en 
résulle pas que son integration soit impossible; car, en le résolvant par 
rapport à un autre groupe de dérivées, les cases pleines et vides (1) 
ne se trouvent plus réparties de la même manière dans le Tableau, et 
if peut arriver que le systeme, sans cesser d’etre rmmédiat (8), de- 
vienne régulier ou semi-régulier, par suite, sujet au théorème du 
n° 36. I n'y a là, d’ailleurs, rien de contradictoire : si, dans leur en- 
semble, les équations différentielles sont restées les mêmes, ou du 
moins équivalentes a ce qu'elles étaient primitivement, l’économie des 
conditions initiales a été totalement bouleversée par les changements que 
celte transformation a opérés dans la répartition des cases pleines et rides. 
et le paradoxe naissant de la coexistence de ces deux faits que, sous 
une forme, le systeme proposé n’a pas d’integrales, tandis qu'il en 
possède sous une autre, se résout sans difficulté par cette simple re- 
marque, que les deur groupes de conditions initiales correspondant a ces 
deux formes ne sont pas du tout équivalents. 

Par exemple, sous la forme équivalente 


(a) (0) 


$$ ee 
or) du +H du | de _ u 1 de; 
ra dy | de ~ WT Ht ay | 

ee | 


_ mn ——— | 





(7) | 


le système (08), où nous supposerons H > ı, peut être intégré avec 
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les conditions initiales quelconques 


u=y(Yy) 
"—=p(y) 


pour w= Ts; 


mais il est impossible de choisir les fonctions », 9 de manière que 
les intégrales du systeme remplissent les conditions initiales indiquées 
au n°41. 


ee SY A ae 


SUR LA 


REPRESENTATION GRAPHIQUE 


DES 


DIVISEURS DES NOMBRES, 


Par M. L. SAINT-LOUP, 


PROFESSEUR A L'ÉCOLE DES SCIENCES D'ALGER. 


_——— —a vorn i — 


La distribution des nombres premiers dans la suite des nombres à 
été l’objet de nombreuses recherches qui n’ont pas conduit à la solu- 
tion de ce problème difficile. 

Je me suis proposé d'examiner si une disposition graphique des 
nombres, autre que suivant une droite indéfinie, pouvait éclairer la so- 
lution, et je crois avoir été conduit à conclure que la recherche de la 
loi des nombres premiers paraissait devoir être abandonnée. 

La disposition des nombres en triangle arithmétique m’a paru l’une 
des plus simples à essayer. Cette disposition m'a conduit à des pro- 
priétés assez curicuses au point de vue graphique, et d’ailleurs d’une 
démonstration simple ('). C’est ainsi qu’on reconnait aisément que : 
tous les multiples d’un nombre premier quelconque sont, dans cette 
disposition, répartis sur une parabole constante, indépendante du 
nombre considéré et dont le sommet serait transporté aux divers som- 
mets d'un réseau quadrangulaire. 

Cette même disposition permet d'établir de nombreuses formules 
de nombres n’admettant pas certains diviseurs. C’est ainsi que 


y(v-—ı)+4dı 


ee mm ne ee U ee nm + he nm En na AE 0 ann 


(1) Note présentée à l'Institut par M. Darboux, lo 2 juillet 1888. 
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représente des nombres qui n’admettent aucun diviseur inférieur 
adı, 
rur—n+59 
n’admet aucun diviseur premier entre 23 et 43. 
La fig. 1 représente cette distribution parabolique. Les points mar- 
qués en noir sont les multiples de 7, les autres sont multiples de 3 et 


de 5. 
Fig. ı. 
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x représente le point de départ 1, et le Tableau est constitué par 


19 
moo 
5 9 15 
13 7 8 

Le dernier point à droite et en haut correspond à 1167. 

Si, au lieu d'une distribution parabolique, on avait une distribu_ 
tion rectiligne, le tracé devenait évidemment plus simple, et, en même 
temps, la lecture du nombre devenait plus facile, d'où résultait un 
double avantage. 
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Ce premier élément tracé, on peut poursuivre la ligne indéfiniment. 
En la répétant pour le point 33, on a les éléments de tout le réseau 
de 11. Nous verrons plus loin un autre procédé. 


Fig. 2. 
a 02 3 
135791357913. 
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Supposons la construction faite pour les diviseurs précités; on voit, 
par exemple, que le nombre 2431 admet les diviseurs 11, 13 et 17. 

Observons que les lignes verticales de 3 en 3 et de 5 en 5 com- 
prennent les multiples de 3 et de 5. Si on les suppose tracées, on voit 
que tous les points par lesquels ne passent pas les réseaux construits 
et qui correspondent à des nombres inférieurs à 19? définissent des 
nombres premiers. 

Le plus petit nombre admettant 5 diviseurs autres que 2, 3, 5 est 


323324 = 7.11.13.17.193 
le plus petit nombre admettant 6 diviseurs est 
65 536 Gag = 7.11.13.17.19.23. 


Ainsi, au-dessous de 65 millions, il ne pourra concourir en un 
point plus de 5 droites. Si l’on avait pris pour base 210 = 2.3.5.7, 
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les diviscurs de 3, 5, 7 étant sur des verticales, 4 droites seulement 
auraient pu concourir en un point dans les limites précédentes. 
Proposons-nous de déterminer les nombres premiers correspondant 
à un coefficient d’inclinaison donné. Nous avons vu que dans la base 
600 les coefficients d’inclinaison des diviseurs 
7, 11, 13, 17 
étaient, l’axe des ordonnées étant dirigé vers le bas, 
1, 4, —ı, 3. 
Si l’on prend pour origine le point X qui correspond à l’abscisse 
zero, le nombre dont les coordonnées sont x, y est 
By +27 —1. 


Soit p un nombre premier appartenant à la première horizontale, 
e + I e ry e « 9 . 
son abscisse est i. Un point voisin appartenant à l'horizontale de 


, + 1 
rang 5 a pour coordonnées a + a, 3; le nombre correspondant est 


6003 + p + 2 2. 
Si ce nombre est un multiple de p, 
3003 + x 
doit étre divisible par p. Le coefficient d’inclinaison de la droite, qui 
joint les deux points, est d’ailleurs + 2. 


Donnons à x et 3 des valeurs entières simples que nous limiterons 
à 13 dans le but de restreindre la longueur de la droite qui joint deux 
points. On formera le Tableau suivant à double entrée. La premiere 
verticale contient les valeurs de 3, la premiere horizontale contient les 
valeurs de a; les nombres du Tableau sont les valeurs de 


3008 + a. 
| 1 2 3 4 3 6 








1 | 301 302 303 304 
2 | 601 602 603 
3 | 901 902 . 
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On formerait un semblable Tableau des valeurs de 3008 — «. 
Remplacons les nombres par leurs facteurs premiers; nous avons le 
Tableau suivant, où l’on n'a pas répété les facteurs qui correspondent 


Ce Tableau comprend treize colonnes verticales ct treize colonnes 
horizontales. Admettons que les nombres inscrits dans ces colonnes 





à un même coefficient d’inclinaison, tel que, 2,3, - 
Valeurs positives de a. 
| f 2 3 4 > 6 7 8 9 10 11 12 13 
I 
| . 
II 7.43 151 101 19 61 17 307 7.11 103 31 311 13 | 313 
2 601 . 6; . 11 607 . 7.29 13.47 613 
3117.53  10.%ı . 113 181 907 237 . 7.13 git 11.83 
| 1201 . fot . 241 . 7.71 . 13.38 >.173 1213 
> | 19.79 I 167 47 . 251 11.137 13.29 503 15041 7 17.89 
6 | 1801 . . . 19 . 413.139 . . 1811 7.37 
7 | 1.191 1051 ot 263 421 13 . 31.17 19.37 211 2111 ot 2113 
R pi . 89 - 13.37 29.83 . 4.73 2411 19.127 
9: 35.73 7.193 . 13 541 2707 677 . 271 2711 2713 
10 ! 3001 . 7.11.13 . . 31.97 . 17.59 . 3011 . 23.131 
11 | 301 13.127 36- 5.59 661 19.29 305 85 1103 331 . 23 333 
12 | 13.277 . . . 7.103 3607 . . 23.157 . 3613 
13 ' 17.83 1921 1301 6ı 11.51 7.3 3905 977 1303 17.23 3911 163 
On construit de même le Tableau correspondant à des valeurs néga- 
tives de «. 
Valeurs negatives de a. 
1:3 12 11 10 9 8 1 6 3 4 3 2 4 
it 17 29 97 73 293 7 59 3, Il 149 13.23 | 
5R> 19.31 . 197 . 593 7.17 199 . 599 | 2 
387 127 89 223 19.47 179 > . 449 29.31 3 
1187 . (2g. 4t . 7 . 1193 . 239 . 7.19 599 11.109 | 4 
1487 31 1489 T.TI 373 1493 83 . 11.17 499 7.107 1499 | 5 
1787  . 1-89 . . . 11.163 . 359 . . . 7.257 | 6 
2087 29 2089 11.19 17.41 23 . 349 419 131 233 1049 2099 | 7 
-.11.31 199 2389 . 797 . 2393 . 479 . 17.47 2399 | 8 
»68- 7 268g 269 . 673 2693 zz 337 . 19.71 2699 | 9 
9.103 . 7.16t . 997 . 41.73 . . . 37 . 299g | 10 
19.173 137 . 7.47 1097 823 37.89 61 659 103 7.157 17.97 3299 | 11 
17.911 37.97 . . 3593 719 . . 39.61 | 12 
3889 389 1297 7.139 17.229 11.59 19.41 487 433 1919 7.957 | 13 
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Une base étant choisie, nous avons vu qu'il convenait de choisir le 
coefficient ë, de façon que Va? + ß? fit aussi petit que possible. Mais 


on peut se proposer de déterminer la base de façon que la somme des 
tracés ait la moindre longueur. Sans avoir de méthode, a prion, pour 
résoudre cette question, on peut faire intervenir les considérations 
suivantes. 

Observons d’abord qu'il est indispensable de fixer les diviseurs que 
l’on se propose de représenter. Nous supposerons qu'il s’agit des 
diviseurs inférieurs à 150. 

Soit 2B la base, c’est-à-dire le nombre qui définit chaque ligne hori- 
zontale. Nous avons vu que, si un nombre premier p a pour coefficient 


B 


d'inclinaison + =, ce nombre divise B$ + «. Il convient donc de choi- 


sir B de façon que, pour les valeurs les plus faibles de B et a, cette 
expression ait le plus grand nombre de diviseurs inférieurs à 150, ct, 
comme les petits diviseurs sont ceux qui se répètent le plus dans le 
Tableau, il convient que leur signe représentatif soit simple. 

Faisons x — 1 et 8 =1, on devra choisir B de façon que B +1 ou 
B? — 1 admette, s’il se peut, les diviseurs 3, 5, 7, 11, 13, ..., qui sont 
les plus encombrants. La base B devant être un multiple de 10 pour 
que les mêmes chiffres des unités se trouvent, sur des verticales, soit 
B=10b et b=1, 2,3, ..., 100, on obtient le Tableau suivant, d'où 
l'on a écarté les valeurs de B qui correspondent à moins de quatre 
diviseurs ou à des diviseurs supérieurs à 150, et où l’on a inscrit les 
diviseurs à coefficient + ı ou infini. 


B. Diviseurs. B. Diviseurs. B. “ Diviseurs. 

=0 3. 7.23.71 220 3.11.13.17.73 560 3. 7.11.13.17.43 
go 3. 7.13.89 260 3. 7.13.29.37 Gro 3. 7.13.29.47.61 
110 3.11.37.109 300 3. 7.13.23.43 650 3. 7.11.13.31.59 
130 3.13.43.131 340 3.11.17.31.113 780 3.11.13.19.341.71 
1.40 3. 7.347.139 370 3. 7.37.41.53 870 3.11.13.29.67.79 
160 3. 7.23.53 390 3. 7.31.39.83 900 3.17.29.31.53 
170 3.13.17.19 550 3.11.19.29.61 1000 3. 7.11.13.37 


Les diviseurs indiqués dans ce Tableau pour chaque base considérée 
correspondent à des points successifs du quadrillage, soit verticale- 
ment, soit en diagonale. 
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On voit que les plus petits diviseurs appartiennent aux bases 
170, 300, 560, 610, 900, 1000. 

Il est permis de les considérer comme pouvant être avantageusement 
choisies pour la simplicité du tracé, et nous allons les comparer. 

Soit N le plus grand nombre du Tableau des nombres; ; est le 
nombre des multiples de p inférieurs a N. Ces multiples étant joints, 

. nm N 1577 

de deux en deux, par une droite de longueur ya?’ + ß?, ap Va? + 6? 
est la longueur du tracé pour le diviseur p. 


Calculons > “= pt pour les bases 





90, 170, 300, 560, 1000, 
nous trouvons les nombres 


3060, 3070, 3020, 2650, 3140. 


Il résulte de ce calcul que la base 560 paraitrait devoir étre preferee; 
mais il se dégage de ce calcul ce fait remarquable que les longueurs 
des réseaux sont sensiblement les mêmes. On est conduit à induire de 
la que cette longueur est sans doute indépendante du choix de la base 
quand le Tableau s’étend a un nombre croissant de diviseurs. 

Quoique cette conclusion ne soit pas rigoureusement établie, il 
n’est pas moins reconnu que le choix de la base parait devoir étre de- 
termine simplement par les facilités matérielles de l'exécution du 
tracé. On peut toutefois démontrer que, quelle que soit la base, la 
surface du parallélogramme, déterminée par quatre sommets deux à 
deux consécutifs, est égale au nombre premier p qui te définit. 

Soient, en effet, P, P’ deux sommets consécutifs sur la première hori- 
zontale, A, A’ deux autres sur la seconde horizontale. L’intervalle PP’ 
étant de p divisions, la surface du parallélogramme PAA’P’ est égale 
à p; et l'on voit que la surface de tout parallélogramme ayant deux 
sommets consecutifs sur la droite PA et ses deux autres sur la ligne 
P’A’.est aussi égale à p. 

D'après cela, étant donné un nombre premier p et son coefficient 


d’inclinaison, celui-ci permettra de tracer le point P’, immédiatement 
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voisin, et le theoreme précédent permettra de compléter le paralle- 
logramme. 
Soit, par exemple, p =17, le point voisin A est x = 1, 8 = 3, la re- 
lation 
3PP’= p’, d'où PP'— 3 -- 3 
donne 


17 2 
PP’'— 2 —5 + =z? 
3 3 


I faut done compter horizontalement 5 divisions plus = Or la 


ligne PA determine sur les horizontales qu'elle coupe des segments 
qui sont des fractions de l'unité dont le dénominateur est 3 et dont les 
numérateurs sont I, 2, .... C'est donc sur la seconde horizontale que 
se trouvera le point A’, troisieme sommet du parallelogramme. 
Généralement un segment quelconque, déterminé sur l'horizon- 

tale 3’, a pour expression 

23-9) 

AZ, 
en sorte que 


Dans le cas actuel, r= 2, a=1, 5 — 3, d'où d=1ı. 

Nous avons supposé que les deux sommets consécutifs P, P’ étaient 
sur Ja premiere horizontale. Si le nombre P est seul sur la premiere 
horizontale et si 6 est Vordonnée du second point P’, on reconnait 
aisément que l'aire du parallélogramme est égale à p3, mais il n°v a 
plus qu’un seul point sur une horizontale. 


Conclusions. 


L'étude qui précède conduit aux conclusions suivantes : 

On peut appliquer le procédé graphique à la construction d'une 
Table des diviseurs des nombres en limitant la grandeur de ces divi- 
seurs; ainsi ce Tableau pourrait faire connaitre les nombres ayant des 
diviseurs inférieurs à 150. Cette Table aurait quelque utilité pratique 
pour le calcul des rouages. 
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Supposons le quadrillage de 2™™. Sur un cylindre de 14™™ de circon- 
ference ou un multiple de ce nombre, gravons le réseau de 7. Si l’on 
fait rouler ce cylindre sur un plan, il imprimera indefiniment ce 
réseau. 

Pour assurer ce roulement, le cylindre devra être muni d’une den- 
ture du pas de 2°", engrenant avec une crémaillère de même pas dis- 
posée sur le plan. 

Tout autre cylindre, ayant une denture de même pas et correspon- 
dant au réseau d’un autre nombre premier p, superposera convenable- 
ment ce réseau : il suffira de régler le départ. 

Si l’on admet que l’on s'arrête à des cylindres de 1™ de diamètre, ce 
cylindre pourra porter tooo x r ou 3141 horizontales, suivant ses gé- 
nératrices, et, par conséquent, le réseau du nombre premier 3137, 
immédiatement inférieur à 3141. 

On aura donc ainsi réalisé une Table des diviseurs des nombres jus- 
qu'au diviseur 3137, et une Table des nombres premiers jusqu'à 
3137?= 10840000. 

L’exécution aura exigé 443 cylindres (dans la base, 600), attendu 
que 3137 est le 445° nombre premier. 

Le Tableau aura une longueur de 33" et une largeur de o”, 60. On 
pourra le fragmenter comme on voudra dans le sens de sa longueur et 
dans celui de sa largeur. 





SUR UNE 


EQUATION DU PREMIER ORDRE 


ET 


L'ÉQUATION DE JACOBI, 


Pır M. ELLIOT, 


PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BESANCON. 


1. On sait que les équations différentielles, telles que 


où P, est un polynôme du troisième degré, et P, un polynöme du pre- 
mier degré en y dont les coefficients sont des fonctions quelconques 
de la variable indépendante x, peuvent étre ramenées a la forme 


d 
= 


L 
où Q, est un polynôme du troisième degré en y. Ces équations, étu- 
diées par MM. Appell et Roger Liouville, admettent comme forme 


canonique 
av —ys +J 
dX 
Lorsque le polynôme P, est seulement du second degré en y, on 
peut adopter une autre forme canonique. 
Considérons l'équation 
dy _Py+Qy-+R 
pm 079 


(1) de Sy+T 


102 ELLIOT. 


où P, Q, R, S, T sont des fonctions quelconques de x. Si l’on fait le 


changement de fonction 
, y= aY + b, 


où a et b désignent des fonctions indéterminées de x, l'équation con- 
serve la même forme, et l’on a 


NX _ PV+Qyek 

dr S,Y+T, , 

en posant 
P, = Pa’— Saa’, 
Q,=2Pab+ Qa—Sal'—(Sb+T)a’, 
R,= Pb'?+ Q6+R— 0'(S0+T), 
S;,= Sa’, 


T,=a(S0+T). 


Si l’on profite des fonctions a et b pour annuler P, et T,, on aura 


a’ P T 
I b — — 759 
a Ss 5 


et l'équation (1) se transformera dans l'équation réduite 


dY H 


(2) di” y’ 


où let H ont les valeurs suivantes : 


_ 2PT—QS+TS'—T'S qi PTE OST + SR 


°P ‘ 
dr ai Ar 
ste) sh ss gd: 


L’exponentielle introduit un facteur constant A dans I, et son carré 
h? dans H. Ces facteurs répondent au simple changement de Yen AY 
dans l'équation réduite. 

On pourra ensuite, par un changement de la variable indépendante, 
faire en sorte que H ou bien I se réduise à l'unité. 

Les fonctions I et H sont des invariants relativement au changement 
de fonction, et sont aussi des invariants relativement au changement 
de la variable. Si l’on effectue à la fois ces deux changements, 

dx, 


—ay,+b — = 0 
Y J'1 9 dx | 9 
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où a, b, c sont des fonctions indéterminées de x, l'équation (1) con- 
serve la même forme, mais les coefficients de l'équation transformée 
ont maintenant les valeurs suivantes : 


P, = Pa’— Sad’, 

Q,--2Pab+Qa— Sab'’— (Sb+T)a, 
R,= PB!+ Qb+R—(SO+T)SG, 
S,= Sa’c, 


T,=ac(Sb +T). 


En calculant les nouvelles expressions I, et H,, on reconnaitra aisé- 
ment que 


I I 
LE . I, — „u. 


. 


Les fonctions I et H sont donc bien des invariants, et le rapport 
il . 
7 = Jest un invariant absolu. 

Si, dans l'équation réduite (2), on fait le changement de la variable 


indépendante definie par 
aX 


de 


on la ramenera à l'équation canonique 


avoid 
dX = ¥ 


et l'on reconnait immédiatement que X est un invariant absolu. 
y . + __ I . e ve ‘ . e ’ e ‘ : 
En posant ¥ = 7? on voit que l'équation canonique équivaut à 
celle-ei 
d?, 
aX 





— 72— JZ, 
et qu'elle peut ètre regardée comme l'équation canonique répondant 


aux équations différentielles 


où le polynôme Q, du troisième degré en y admet une racine double, 
. L'introduction du facteur 2 dans I et de A? dans H donne, d’ail- 
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leurs, des équations canoniques qui se deduisent immediatement les 
unes des autres. Posons 


IL—AI, H,= AH, 
on aura 
aX, dX 


J, = AJ, dr Shah; 


d'où l’on conclut 
X\,= AX + h,, 


h, désignant une nouvelle constante. L’équation canonique 


dY J 
= y 9 
en posant Y,= AY. 

Supposons que les coefficients de l’&quation proposée soient tous 
constants, on aura évidemment, en désignant par A, u, & trois con- 
stantes, 

| | dX - A, 

1=)e*, H = netz, D = Lek, X — ek, jy—# 
L’équation canonique est homogene. Si, comme cas particulier, la 
constante # est nulle, il est clair que J se réduit a une constante. Les 
mémes conclusions subsistent si, au lieu de supposer constants les 
coefficients de l’équation proposée, on suppose qu'ils soient suscep- 
tibles de le devenir par un changement convenable de fonction et de 
variable, puisque J et X sont des invariants absolus. 

pince es ut co Arnd: Kurze nn A) 

Ces cas d’intégrabilité, qui se traduisent par la propriété qu’a IX’ 
ou bien J, de se reduire a une constante, se reconnaitront sur l’equa- 
tion réduite (2) et sans passer par l'équation canonique, par les carac- 
teres 


. ii 
I. = const. ou bien [ = Const. 
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2. Faisons, dans l'équation 


(1) ay ya 4, 
J 


le changement de fonction y= u + ‚a, b, u étant des fonc- 


I 
ay, +b 
trons quelconques de x. L’equation se transforme en une autre, où 
a est le quotient d’un polynöme du troisieme degré en y, par un po- 
Iynöme du premier degré. Mais on voit aisément que le polynôme du 
troisième degré se réduit à un polynôme du second degré, si u est une 
solution particulière de l'équation (1). Les invariants I, et H, de la 
nouvelle équation ne dépendront pas des fonctions a et b. On sait, en 
effet, que si l’on fait le changement de fonction y, = ay, + 3, x et 3 
étant des fonctions quelconques de x, les invariants ne dépendent pas 
de x et 3. La transformation devient alors 


= u + Kayırd)+b 


En prenant az = 1, 3a + b — 0, on voit qu'on peut se borner à faire 
la substitution y= w+ 


tr 


- L’équation (1) devient 


a) ds (w'+1)s" 
dco u3+1 
et les invariants de cette équation sont 


7 
(3) | 1 — Mu Saar H, — Ha 


a u 


On ramène d ailleurs léquation (2) à la forme 


et, par suite, 
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Toutes les fois qu'on saura intégrer une équation où les invariants 
sont I et H, on saura donc intégrer une infinité d’autres équations dont 
les invariants sont I, et H,, en utilisant les solutions particulières de 
la première. 

Cherchons, par exemple, quelles sont les équations que l'on peut 
intégrer en les ramenant, par la remarque précédente, à d’autres où 
le rapport 


4 étant une constante. On a, d’après la relation (3), 


H,\' 
(7) = CHE IH) — 2H uw + 6GH'Eu — 6H? 


I, (3H — Iu)? 





L'équation (1) sera donc intégrable si l’une de ses solutions satis- 
fait à l'équation du troisième degré 
(4) (HI — IH’) — 2HPa?+ 6H?Iu — 6H’= A(3H — Tau). 

Par exemple, l’equation dont les deux invariants sont 

I—(3f—1)f,  H=f(i—f)f", 
f étant une fonction de x, pourra être ramenée à une équation où le 
rapport m est constant; car l’&quation 
1 


admet la solution particulière u = f(1— f), qui est une racine de 
l’equation du troisième degré 

(HI — IH’) «a — 2HPFut+ 6IPlu — 6H? — 0. 
Mais ce caractère d’integrabilite étant d’une application à peu pres 
impossible, nous en simplifierons la recherche en supposant que l'on 


prenne pour point de départ l'équation canonique 


dr,’ 
dx u 
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Si Pon fait dans l'équation (4) [=1, H =J = uu + u, on obtient 
— uu"= (3u'+ 2) [kA(3u'+ 2)? +(u +1) (2u'+ ı)] 
ou bien 


du u du 
— + 


Integrant cette équation et C désignant une constante arbitraire, 
Cu(3u+ 2} — (gh +2)u?+3(4k+iu+4k+i 
ou 
(glu — gk — 2)wW?+ [12 Cu — 3(Ak+ı)le + 4Cu — 4k —1— 0. 
Resolvant cette équation par rapport à u‘, on obtient, en posant 
1+ 4kK—4Cu=?, 


l'équation différentielle 
dt I 


FCdz — 3641" 

L'intégration de cette équation donne, en appelant C, une nouvelle 
constante arbitraire, 

3? +ot+a23C —SCr=o. 

Connaissant 2, on en conclura la solution particulière u et l’expres- 
sion de J—u(u +1). Cette expression contiendra la quantité irra- 
tionnelle Yı — 6C, + 24Cz, qui provient de la résolution de l’equa- 
tion du second degré en 2. Faisons la substitution linéaire 


1— 6C, + 240x = 4X, 
de facon que l’irrationnelle soit simplement la racine carrée de la 
nouvelle variable, et en même temps la substitution 
6C y = Y, 
afin que l'équation conserve la forme canonique. On obtiendra alors 
l'expression suivante de l’invariant absolu J 


yor? DAH? =[3(34 +1)—X]. 


9 VX 


Les équations caractérisées par cette valeur de J sont, comme nous 
le verrons plus loin, des équations de Jacobi. 
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Equation de Jacobi. 


3. L’équation de Jacobi est, comme on sait, 


(1) ( (dr + l'y +l") (x dy —ydr) 
I 4 
| —(mr+my+m')dy+(nr + n'y + n") dr =o, 


oud, l,l,m,m,m’,.n,n',n" sont des constantes. On peut l'écrire 


dy u lyr (la + l’—n')y —(na +n") 


dx” (l'x — m')y + la? + (17 — m).r — m" 








Elle rentre done dans la catégorie d'équations dont nous nous occu- 
pons. . 
En calculant les deux invariants I et H, on trouve que I est le quo- 
tient d’un polynôme du premier degré par le cube de la fonction li- 
néaire Uc — m’, et que H est le quotient d'un polynôme du troisieme 
degré par la cinquième puissance de cette même fonction linéaire. 
Les coefficients des deux polynömes ne sont pas arbitraires. Ils doi- 
vent satisfaire, comme nous allons voir, à deux relations. 

Remarquons d’abord que, par un simple changement de notations, 
on peut mettre l'équation qui précède sous la forme 


dy __+(ur+n)y+pir +p 


2 = 
(2) de (rmtm)yarnw+grt+y 


OÙ M1, 1, Pis Ps Pis 9, g, sont des constantes. On peut supposer aussi 
que l'on a ramené le coefficient de y au dénominateur à être au 
moyen de la substitution « + m= x,. 

Cela revient à supposer m = o dans l’equation (2), qui devient 


3 dy _YrlmztnyHpetp, 
(3) dr TY+ RL + qir +4 





Les deux invariants sont 


— 3 
ı = 2h need f, 
h? L(pye+tp)+(mct+qr+gq(nm—nr+q) 
x , 


H = 


SUR UNE EQUATION DU PREMIER ORDRE ET L'ÉQUATION DE JACOBI. LOO 
dr 


A étant la constante qui provient de l’exponentielle J © Si nous iden- 
tifions avec les expressions suivantes 


__A,r+A: H — B,.r+-B,r’+-B,r+B, 
8 ? I OD 


l 


ou des A et les B sont des coefficients constants, on devra satisfaire 
aux équations 


h(2q,—n)—A, 3qh =. Ag, 
(4) s Æpi+n(qg- n)] =B,, lp + rig + gitgi— n)] = B», 
h?q(2q,;—n)=—B,, h? q* = Bo. 


En comparant la deuxieme et la derniere de ces équations, puis la 
premiere, la deuxieme et la cinquieme, on apercoit immédiatement 


les deux relations 
Ay =— Bo, No Ay 


9 3 Tv B,. 





Si on les suppose vérifiées, on pourra faire l'identification dune in- 
finite de façons. Il suffira de prendre 


! A, _ 2hqi—A, 

„lem er ie 
”) | Ring; --hn; A; + Bs h?g?— jhnyAy— hg, A+ B, 
Pı — ——- m 7) P = — ey Fu neice, 9 


où 2, g,, n, demeurent arbitraires. 
L'équation 
aly Aya + A, BE B,.r’+ Bow? + | Ay À, + LA? 


(6) dr + ‚u? wey 








peut donc être considérée comme provenant d’une infinité d'équations 
de Jacobi, et, comme les solutions de l’une quelconque d’entre elles 
sont liées à celles de l’équation (6) par des relations connues, il est 
naturel de chercher si l’on ne peut pas profiter de l’indetermination 
de A, g,, n, pour en simplifier l'intégration. 

Mettons l’équation (3) sous la forme habituelle de l'équation de 
Jacobi 


(3) (v+me)(rdy— ydıe)+(ne+y)d— (pe+ny+p)de=o. 
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On sait que cette équation admet, en général, trois intégrales li- 
néaires. Ces intégrales s’obtiennent en posant ax + By + y — 0, les 
constantes a, 8, y étant déterminées par les équations 


(gi+)a+p:8—ny—=0, 
(8) (n+3)3—-7=0, 
ya +p5 + hy =0, 

en prenant pour À l’une des racines de l’equation du troisième degré 


obtenue en égalant à zéro le déterminant des équations précédentes, 
c'est-à-dire 


(9) B+ (n+ q)M+(ptnrgt+agqat Di — P19 tang =o. 


Rappelons en outre que, si l’on désigne par A,, A,, A, les racines 
supposées inégales de l’équation (9), et par a,, B,, y, les valeurs des 
constantes répondant à la racine %,, etc., l'intégrale générale de 
l'équation (7) est 


Cu + Bry + y) hs (ox + Bay + ya) (ase + Bay + ya)? = const. 


Remplacons dans l'équation (9) p, p,, r, q par leurs valeurs tirées 
des équations (5). On obtient 


A 
n+q,—3q,—- T° 


, 2 B 
p+np+nq=3gt— 4 À, + ja” 

_p_ q AoB. 
PA—Agetanqz=qCr- Ait 94 Br— 373” 


et la substitution de ces valeurs ramène |’équation (9) à celle-ci : 


AB; _ 


(10) 1 (2+ 9) — AMPA + gp} + BR + gi) — 3 





D'après la méthode de réduction indiquée dans le n° 1, on passe de 
l'équation (3) à l'équation (6) par la substitution 


r Nn w+g ete 
h x 
d'où l'on tire 
. h 
Y= — (nr + ra +c=gq). 


A 
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Remplacons y par — Le — 5 On tire les rapports 5 ets des deux 


premières équations (8). Ces valeurs sont, en tenant compte des rela- 
tions (5), 
B; 


1 — EE 
CE Re A ee vr 7 


ni (À + a) — 


On trouvera donc, pour les trois solutions particulières de l'équa- 
tion (6), 
Bs 


Y= Ao I 
u h(A + 41) 


+ [Ai ARE NE +R = 


La constante n, n'entre pas dans cette expression; les constantes A 
et g, n’entrent que sous la combinaison h(A + q,), dont dépend seule- 
ment l'équation (10). Les trois solutions particulières de l’équation (6) 
sont donc les mêmes, quelles que soient les équations de Jacobi dont 
elle provient, et son intégrale générale pourra s’écrire sous une forme 
analogue à celle qui a été indiquée plus haut. Les quotients des diffé- 
rences des racines de l'équation (10) qui servent à déterminer les 
exposants restent aussi les mêmes quand on donne à A et q, des 
valeurs quelconques. 

En faisant = 1,q,= 0, on voit que la formation de l'intégrale de- 
pend de la résolution de l'équation du troisième degré 


23 — A, + B, À — 3A,B, = O. 


4. On peut, par un changement de la variable indépendante, rame- 
ner l’equation de Jacobi à la forme canonique 


dY J 

IX + 1—= Y . 
Jet X étant des invariants absolus, l’expression de J en X est indépen- 
dante d’un changement de variable fait dans l'équation (6) du numéro 
précédent, et aussi du changement de x + men x qui a déjà servi à 
simplifier cette équation. 


Si, dans l'équation (6), on pose « = — ; elle devient 
Li 


dY BE B, x; + B, x? + B,r, + B, 
dz, = A,r;+ A, — TH? 
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les coefficients étant toujours assujettis à satisfaire aux deux relations 
A? =9B,,  AoAi=3B. 

Les deux invariants I, et H, sont donc deux polynömes du premier 
et du troisième degré 
— 1, = Az + Ay, — H, = !A)r} +tA,Aı rt + Bax, + Bs. 


La variable canonique X est définie par 
. ° e 3 
Ve f hide, -- fAgri— Ar; 


x, est donné par l'équation du second degré 
Asr?+2A;r, +2: 0. 
Si l’on effectue la division de 5 Aj} +4A,A, x) + B,x, + B, par 
Ay vi +24,x,+2X, on trouve comme reste 
(B,— 2A) Ari B;— A,X. 


On en conclut 


y. Hh (Bi FAX — SAD 21+ Bs— GAIN 
H, Aoti + À, 


et, en remplaçant x, par sa valeur, 





B., + 2 Ar _— 
9 Ag 9 -Xo VA? — 2A,X 


aXı B,-- 47 n sAjy + A, By— AB, 
j Ay AgyV—2A0VX 


Le changement simultané de X en AtX,, et de Yen A?Y,, où A, 
désigne une constante, laisse à l'équation la forme canonique. On 
pourra done regarder Vinvariant J, relatif à une équation de Jacobi 
comme donné par 
MB RT 

No Vi — 2A, hey , 


U] 

we 
1s 
is 

le 
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I est clair que, & et w désignant des constantes quelconques, 


J=—3K4+ 4+ Le 
Vx 
correspond à une équation de Jacobi. C'est la forme qui a été trouvée 
dans le n° 2, pour les équations qu’on peut intégrer en les ramenant à 
d'autres dont l’équation canonique est homogene. 
En comparant la valeur de J, trouvée pour ces équations, avec celle 
qui précède, on aura deux relations qui donneront lieu, par l’élimina- 
tion de h,, à l'équation 


(Bk+1)) 5 (B;—1A?} 


(okay 3 (FA? + AB — AB) 


L'intégration de l'équation exige donc encore la résolution d'une 
équation du troisieme degré. 


Cas d'une racine double de l'équation caractéristique. 


5. La forme sous laquelle se présente l’integrale générale de l'équa- 
tion de Jacobi devient illusoire quand l'équation caractéristique du 
troisième degré admet une racine double. La méthode de d’Alembert 
conduit à la forme nouvelle qui convient à ce cas particulier ('). 

Soit P, la fonction linéaire qui répond à la racine simple A, de 
l'équation caractéristique, P, celle qui répond à la racine double A,. 
L'intégrale générale est 


s 


dr 
F, =-consl.e Pe, 
P', désignant une fonction linéaire que l'on obtient en derivant P, par 
rapport a À, et remplaçant A par A,. 
Reciproquement, soient A, B, C trois fonctions linéaires de x et & 
une constante. L’équation 
, 
Y— . 


C 
kp 
(1) = =: consl.e 17 


> —B 





mm ne de mm mg mm m nn a nn nee —— 


(1) SERRET, Cours de Calcul différentiel et intégral, 3° edition, Chap. VI. 
Ann. de l'Éc. Nörmale. 3° Serie. Tome VII. — AvaıL 1890. 19 
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donne lieu, par l’elimination de la constante arbitraire, à une équa- 
tion que l’on reconnait aisément être une équation de Jacobi, dont 
l'équation caractéristique admet une racine double répondant à la solu- 
tion linéaire y= B, et une racine simple répondant à la solution 
. y = À. Faisons, en effet, le changement de fonction y — B= y,, qui 
transforme une équation de Jacobi en une autre équation de Jacobi, et 
qui, en outre, n’altere pas les invariants I et H. L’&quation (1) se 
transforme dans la suivante 


y—a K— 
- = const.e Jy 9 





v 


où a et b sont de nouvelles fonctions linéaires de x. 
L’élimination de la constante conduit à l’équation différentielle 


(2) ‚_(@— Ab) y*+ kably | 
. Y= Ta—kb)y + kab 


En posanta=a,x+a,,b= b,x + by, l'équation peut s écrire 


[(a,— kb.) y + ka, bix](x dy — y dx) 
+ [(@) — hbo) y + A (ay bo +a,b,)z + kay by|dy— ka,b, ydx=0, 


qui est bien une équation de Jacobi dont l’equation caractéristique 
admet la racine double A, = — ka, b, et la racine simple À, = — £a, b,. 
La première donne la solution particulière y = 0; la seconde, la solu- 
tion particulière y = a. 

Les invariants I et H de l'équation (2), où nous supposerons main- 
tenant que a et b sont des fonctions quelconques de x, sont 


__ kta? b( ba’ — ab’) 


_ k(2a+ kb) (ba'— ab’) I 
nu ‘ u (a — kb)? 


(a — kb)? 


os . b 
On reconnait aisément qu'ils ne dépendent que du rapport - = 1. 
On a ainsi 


_{(2+kt)t MW 
FS Sk? = ee 


Toutes ces équations admettent une méme équation canonique, que 
l’on forme facilement au moyen des expressions précédentes de I et H, 
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. .n. . . I 
ou, plus simplement encore, si l'on effectue la substitution 1— Av = ;; 
au moyen des valeurs suivantes : 


—3=(39—1)9,  —NW=9(9—1)8' 


On retrouve ainsi, multipliées respectivement par — 1 et (— 1), les 
valeurs rencontrées dans le n° 2 pour les invariants des équations qui 


a g D a H 
peuvent être ramenées à d'autres où le rapport 7 est une constante. 


D'ailleurs, en formant l’équation canonique, on obtient, pour l’ex- 
pression de l’invariant absolu J, . 


que l’on retrouve en faisant 4 = o dans la valeur de J qui a été rencon- 
tree dans le n° 2. 

On a vu, dans le n° 4, que les invariants I et H d’une équation de 
Jacobi peuvent toujours se ramener à être des polynômes du premier 
et du troisième degré. Toutes les fois que l'équation caractéristique 
admet une racine double, le polynôme du troisième degré admet aussi 
une racine double, et réciproquement. On a effectivement, en se repor- 
tant aux notations du n° 3, 


7 —H—=iAîr + {A Aixt+B,r+B,. 
Le discriminant du second membre est 
Afı I , 1 2 
A [ADS AA | [4oA,B,— Bg] — | 438, — wo Ao ABs | | 
En l’egalant à zéro et supprimant le facteur Aj, on a la condition 
4(3B,—A?) (A, A,B;— B?) — (3A,B;— A,B.)?— 0 
qui exprime l’existence d'une racine double pour l'équation caractéris- 


tique Ä 
»— A, A? + B,/ — 1A0B; = O. 
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Cas d'une racine triple de l'équation caractéristique. 


6. L'intégration de l'équation de Jacobi peut être alors considérée 
comme immédiate, par suite de la forme particulière que l’on peut 
donner aux invariants I et H. En exprimant que l'équation caractéris- 
tique 

73 — A+ BA — 14,B,— 0 


a une racine triple, on a les conditions 
B,— 1Ai, A, B, = LAS. 


Si l’on ramène les invariants I et H à ètre des polynômes du pre- 
mier et du troisième degré, on trouve donc 


J 
—J=— Agr + Ay, —W= ga; (or +A,). 


Les deux invariants satisfont à la relation 


H\' 
(T)=-11 


qui fait voir que l'intégration se ramene à des quadratures. 
En appliquant à ce nouveau cas particulier le procédé de d’Alem- 
bert, on trouve pour l'intégrale générale la forme suivante (‘) 


CP? aP + P'— 0, 


où C est la constante arbitraire, P la fonction linéaire qui répond à 
l'unique solution linéaire, et P’ la dérivée de cette fonction par rap- 
port à À, où l’on remplace À par la racine triple. 

On voit que l'intégrale se compose de courbes du second degré. 
Pour une valeur convenable de la constante, on pourra généralement 
faire disparaitre le terme en y? de l'équation intégrale, et l’on ob- 
tiendra ainsi une solution particulière rationnelle. C'est cette der- 





(!) SERRET, loc. cit. 
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niere solution qui s’introduit avec la fonction P quand on intègre di- 
rectement l'équation de Jacobi sans avoir recours au procédé de 
d’Alembert. Considérons l'équation 


y¥(y —a)}= const. 


À étant une constante et a une fonction quelconque de x. L'élimina- 
tion de la constante conduit à l'équation différentielle 


1 Aa'y 
= ——— 
y (A+HI)Y —a 


que l’on ramène, conformément à la méthode générale, à la forme ré- 
duite 


dY 1-4. haa 
" de 14h (En 


par le changement de fonction 
a 
= Y+.—. 
ae oo 
Les deux invariants I et H satisfont, pour l’équation précédente, à 


la relation 
Hy’ | 
(Mer 


On peut, à cause de la fonction arbitraire a et de la constante A, re- 
garder l'équation (1) comme l’equation réduite de toutes les équa- 


Ä Hy’ 
tions de la forme qui nous occupe, pour lesquelles le rapport de (7) 


à I est une constante quelconque. 
Son intégrale générale s'obtient en remplaçant y par sa valeur en Y 
dans y(y — a} = const., ce qui donne 


[(A+ı)Y+a][d +1) Y— Aa = const. 


Si nous appliquons la remarque précédente à l'équation 


N _, g — 1 (AoritAi), 
(2) dr, amir At 9% Y 
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on trouvera d’abord la constante À en résolvant l’&quation du second 
degré 





dont les racines sont — 2 et — }. Prenons par exemple À = — 2. 
On détermine a par l'équation 


— 3a'——A,xr, —A,, 
d’où 
PAY 
6 A,” 


I 


zAızı + 


a= gAyri+ 
en determinant la constante d’integration de facon que 


I 
2aa'= oA, oi +) 


L'intégrale générale de l’equation (2) est donc 


_Y+!Aat+! TAT) [iva late 2 IA] 
| Y+xAoti + png || V+ ghorit+ gAitit+ ga = const. 
Le changement de variable x, = - donne 
I J 1, 1 4 A? 1 ı 2, 1 1 AZ] 
|-Y¥+ GA + ght +s à | |-Y+z3 +3 14 +3 | = const. 


pour l'intégrale générale de l’équation 


AN AiT+A, _ 1 (Aix +A,) 
(3) Tr + nn 9A, Gy 


Nous savons que l'équation (3) peut être considérée comme pro- 
venant d'une infinité d'équations de Jacobi. Choisissons la plus simple 
qui répond (n° 3) aux hypothèses 

h=1, m=0, n,=0; 


d’où l’on conclut 
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On obtient ainsi l'équation 


3 
(4) yılzdyı - Yi dx) + = pdd (ain — 2 dir GA) de=o, 
0 3 


dont l’équation caractéristique admet la racine triple a. On passe de 


cette équation à l’equation réduite (3) par le changement de fonction 
A 
ner 


L'intégrale générale de l’equation (4) est donc 


~ _ 24 _ A? a t | IA IA | 1 A; . 
(9) Yı 3 1 UT = Const. IT & oT UT GA,” ° 


On constate immédiatement : 1° que le premier facteur égalé à 
zero donne pour y, la solution linéaire qui répond à Ja racine triple; 
2° que Île second facteur égalé à zéro fournit également une solution 
particulière ; 3° qu'on est conduit au même résultat en prenant 
pour À l’autre racine — : de l’équation du second degré. 

Si l’on veut avoir l'intégrale generale! d'une équation donnée de 
Jacobi dans le cas d’une racine triple, on déduira cette intégrale de la 
précédente par un changement convenable de la fonction et de la va- 
riable indépendante. On mettra l'équation sous la forme 


(6) dy _+Cur+n)y+pr+p. 
dx ey +nazt+qert+dq 


Cette équation se ramène à la forme réduite (3) par le change- 


ment de fonction 
RL? + gi T +4 
r 3 


Y=xY— 


en faisant égale à l’unite la constante désignée par À dans le n° 3. Les 
deux relations qui définissent y, et y en fonction de Y donnent, par 
l'élimination de Y, 

NY ++ gi. 


Telle est la substitution qui permettra de passer de l’équation (4) 
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à l’equation (6) et, par suite, de l’intégrale générale (5) à celle que 
l’on cherche. 


7. Proposons-nous de chercher quelles sont les équations de la 
forme qui nous occupe, dont l'intégrale -générale s'obtient en élevant 
à des puissances convenables les facteurs qui correspondent à trois 
solutions particulières, et en égalant le produit à une constante. 

En désignant par a, b, c, A, B, C des fonctions quelconques de x, 
et par a, 3, y des constantes, l'intégrale aura la forme 


(ay — A)*(by — B)P(er — C)t = const. 
En divisant par a*bfc*, l’équation équivaut à celle-ci 
(7 — A)*(¥ — B)®( + — C)t= D x const. 


A, B, C, D étant quatre fonctions quelconques de x. L’équation diffé- 
rentielle résultant de l'élimination de la constante est 


YA „vB y D 


ya PB lt D 








On obtient de deux façons une équation où y’ est le quotient d’un 
polynôme du second degré en y par un polynôme du premier degré. 

1° En exprimant que le coefficient de y?y’ est nul, ainsi que celui 
de y*, ce qui donne les conditions 


D == const., atp+y=—o; 


2° En exprimant que le coefficient du terme en y’ est nul, ainsi que 
celui du terme indépendant dey et y’, ce qui permettra la suppression 
du facteur y. On obtiendra ainsi les deux conditions 


« 8B y Dp A Bo € 
ATBTG=o Dax te t7c 


ou, en intégrant la seconde, 
D =: const. AXBPCr. 


La première forme ne donne que les équations provenant de l’équa- 
tion de Jacobi par un changement de la variable indépendante; la se» 
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conde, dont nous nous occuperons un peu plus loin, appartient à une 
classe d'équations différentielles plus générales que l'équation de 
Jacobi. 

Si l’on veut trouver les invariants I et H de l’équation différentielle 
provenant de 


(y — A)*( y— B)B( y — C)Y=const., a+ß+y=o, 


on sait qu’on peut, sans les altérer, poser y — C=y,, ce qui ne laisse 
dans les équations que les deux fonctions arbitraires À — C et B — C. 
Si l’on pose ensuite y, = (A — C)y,, l'équation prend la forme 


— C\$ 
(ys—1)* (r- et) yf =const., 


où n'entre plus qu’une fonction arbitraire. On pourra donc se borner 
a chercher les deux invariants de l’&quation provenant de 

(y—-ı)(y— t)}y~*-' = const., 
où ¢ est une fonction quelconque de x et A une constante. On trouve 


_AA+2)6—(24+1) , _ pw Ane — bye 


1 (1+ de)? ’ (1+ Ac) 


On peut, en partant de ces expressions, ramener l'équation à la 
forme canonique. On rendra les calculs un peu plus simples en posant 





1—At_ 9 
r+tAl A+t 
ce qui donne 
—1=(39+,1—1)6, —H=(6+A—1)(6+A+1)(9—A—1)%. 


La formation de l’equation canonique est facile. On obtient ainsi 


a-M+A+1 2 2(A—1)(A+2)(2A +1) 
— + -— + 5 
3 h? 9 9 VX 


où A désigne une constante arbitraire. On voit que les équations en 
question sont des équations de Jacobi. 
La comparaison de cette expression de J avec celle qui a été trouvée 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — AvaıL 1890. 16 
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dans le n° 4, formule (1), nous conduit à une relation algébrique inté- 
ressante ; on obtient les deux équations 


(A—1)(A+2)(24 +1) _ SA; + AoB; — A,B, 


2\+A+1  B,—1A? 2 
7 Ir — x wr Get a OO 
3 h? hi Ao 9 hs h? A, ¥— 2A, 





- ae . . . h .. x 
On élimine le rapport arbitraire - en divisant membre à membre le 
1 


cube de la première relation par le carré de la seconde, ce qui fournit 
l'équation 

7 (A?4+-A4+1)3 1 (1 A5 — B,)? | 
(A—ı)!(A+2)!(2A+1)? 3 (2A* + A,B;— A,B,)? 


Nous obtenons ainsi l'équation qui donne les quotients des diffé- 
rences des racines de l'équation du troisième degré 


A, B; __ 
3 


73— A,2?+ By — — 0, 
dont dépend l'intégration de l'équation de Jacobi. Pour le vérifier, en 
évitant des calculs longs et inutiles, remarquons que, si l’on change 


le signe de l’un des quotients, on obtient, en appelant À,, A,, A, les 


e , . e ee ’ . À — A 
racines de l'équation du troisième degré, l'expression — 
= 





‚wi qui peut 


être considérée comme le rapport anharınonique des quatre racines 
Ays Ags Ay, © d'une équation du quatrième degré dans laquelle le coef- 
ficient du premier terme se réduit à zéro. On sait que le rapport 
anharmonique « des quatre racines d’une équation du quatrième degré 
est donné par l’équation du sixième degré 


(1— ax + a?®)? 1 à 


(1 Fa)?(2—ajtlı 22) 24 7?” 
ou ¢ et 7 sont les deux invariants de la forme biquadratique correspon- 


dante 
AT} + Ga, 2} y+ 6ari ri + 4asriri + a,c}, 


i=2(a,a,— 4a,a;+ 3ai), 
a, A, ay 
J=O6] a, m ay |. 


As As a, 
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En faisant 
44 =1, Gas — — Ay, 4a; = B,, 3a,—=— AoB;, 


on trouve 


( 
j=!(A0Bs— AiB:+ A3). 
Si l’on remplace z et J par ces valeurs, et « par — A, on retombe sur 
l'équation trouvée précédemment. 


8. Si, au lieu de trois fonctions de +, on introduit quatre fonctions 
A, B, C, D, et si l’on désigne par x, B, y, à quatre constantes, l’&qua- 
tion 


(1) (y — A) y — B)B(y — C)t( » — D)®= const. 


donne naissance à une équation différentielle où y’ est le quotient 
d'un polynôme du second degré en y par un polynôme du premier 
degré, sous les conditions 
a + 5 + + À — 0, 
«aA+ßBB+yC+oD=o. 


Si l’on fait le changement de fonction 
y= (A — D)r; + D, 


B—D C—D 


l'équation ne dépend plus que des deux rapports —;; ap liés 


par la relation 
arg? +, —_ 0, 
A — D A — D 
c'est-à-dire d'une seule fonction de x. Les invariants I et H étant indé- 
pendants du changement de fonction qui a été fait, on peut se borner 
à les calculer en partant de l'équation 


(y —1) (y —t)*(y +h + ht)y El const., 


où A et A sont des constantes et 2 une fonction quelconque de x. On 
obtient ainsi une classe d'équations différentielles qui se deduisent les 
unes des autres par un changement de la variable indépendante. On 
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peut les définir en les ramenant à la forme canonique. Mais nous allons 
chercher à former celles de ces équations dont quatre solutions parti- 
culières sont des fonctions linéaires, ce qui nous donnera une genera- 
lisation de l'équation de Jacobi. 

En éliminant la constante de l'équation (1), on obtient l'équation 


,_Pr+Qr+R 
Sy +T 


9 


en posant 
P=— 22(B+C+D)A’, 


Q.: Za(BC+ BD + CD)A’, 


R = — YaBCDA’, 
S—=  Za(BC + BD + CD), 
T = — SxBCD, 


où le signe £ se rapporte à quatre termes se déduisant, par permuta- 
tion, du premier qui est seul écrit. Les expressions de ces coefficients 


donnent licu aux remarques suivantes : 

A.B, C, D étant supposées des fonctions linéaires de x, S est un 
polynôme du second degré, et P en est la demi-dérivée. 

Complétons, en effet, les parenthèses qui figurent dans S, de façon 
à y introduire la somme des produits deux à deux des quantités A, B, 
C, D. Le résultat obtenu est nul, en vertu de la relation 22 = 0. On a 
donc 

S .-— Z24(B+C+D). 

Si l'on introduit la somme A + B + C + D dans tous ces termes, en 

tenant compte de la relation £xA = 0, on voit que 


S = ZaA?. 
On voit de la méme facon que 
P=XaAA ou Pats. 
Q est un polynôme du second degré, T un polynôme du troisième 
degré dont les premiers coefficients sont les mêmes; car, si l’on de- 
signe par a, b. ... le coefficient de x dans A, B, ..., le premier terme 


de Q a pour coefficient 
Xa(abe +-abd + acd), 
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qui est égal, d’après la relation 2x = 0, à 
— Labcd, 


c’est-à-dire au coefficient de x’ dans T. 

Enfin R est un polynôme du second degré, le coefficient de x? étant 
nul d’après la relation Xa = o. 

Il en résulte que l’équation différentielle aura la forme 


(2) = (NZ — My) YH (MDE MEA NYY + Pr Bh + Pie HP. 
TT (mMa— 2m sm) y+ mp tet |? 


mais les constantes m, m,, m,, n, n,, Ny, Ps Pis Pas 9, Qu, Jo Jdoivent 
satisfaire a d’autres conditions qu'il serait moins facile de trouver par 
la comparaison des deux équations différentielles. 

On aura de nouvelles relations en exprimant que l'équation (2) 
admet des intégrales particulières linéaires. Exprimons que y =a.r +b 
est une solution. On obtient les relations 


ma — mab +(q:—n)a — md — py == 9, 
ma — mb? 4-(q,—n)a — nb—p, =o, 
mab+ m,b’+ qa — nb —p =o. 


En regardant a et b comme les coordonnées d’un point, ces trois équa- 
tions représentent trois coniques qui n'ont pas, en général, de point 
commun. L’équation différentielle admettra quatre solutions linéaires 
si l’on exprime que les trois coniques ont quatre points communs, 
c’est-à-dire, comme on le vérifie facilement, si 


| pm + Pillt + Pa Ma =O, 
(3) | nm nm, +1ını. =0, 
qm + q1 m; + I: Me — mm, + Pl: Mo 


Les conditions (3) sont nécessaires. Pour établir qu’elles sont suffi- 
santes, remarquons que l'équation (2) peut se mettre sous la forme 


— Ldy + M dx + N(x dy — ydr)=0, 
où l'on a 
L=am ry — m y— JaX°— Qi x — 4, 
M=m,y’— nıy— pazt— px — ny —p, 
N=m,22+mey. 
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Elle appartient donc à une classe d'équations, pour lesquelles M. Dar- 
boux (') a montré qu'on peut former l'intégrale générale quand on 
connaît un nombre suffisant d’intégrales particulières algebriques. Les 
polynömes L, M, N étant du second degré, il semble qu’il soit néces- 
saire d’avoir cinq intégrales particulières; mais on reconnait facile- 
ment que, dans le cas actuel, les quatre solutions linéaires dont on a 
exprimé l'existence suffisent pour obtenir l'intégrale générale. 

Si l’on désigne, en effet, par Px + Qy + Rs la fonction linéaire ho- 
mogène qui, égalée à zéro, donne une des quatre intégrales linéaires, 
op sait que, pour des valeurs convenables des constantes A, u, v, on 
doit avoir l'identité 


(4) LP+MQ+NR=(Pr+Qy+Rs)(Ac+pyt+ys), 


où les polynömes L, M, N ont été rendus homogènes. 
Si l’on identifie les coefficients de y?, on trouve la relation u = m,. 
La méthode de M. Darboux consiste, en élevant les facteurs 


Pre+Qiy+Ris, u. 
qui répondent aux intégrales partieulieres, à des puissances convena- 
bles 5,, ..., à former une fonction u homogene et de degré zéro qui sa- 
tisfasse identiquement à 


du du du 


On sait que les exposants p,, £,. ... doivent satisfaire à la condition 
Yo = o et annuler tdentiquement 


Zo(ir+uy+vs), 


en sorte que les quatre valeurs de » devraient satisfaire à quatre équa- 
tions linéaires et homogènes, ce qui ne permettrait pas de déterminer 
leurs rapports; mais nous avons remarqué que, pour les quatre solu- 
tions linéaires, la constante u a une valeur unique m,. La condition 
qui exprime que le coefficient de y est nul dans la somme 


Sp(Ar+py-+vs) 


(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LXXX VI. 
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se confond ainsi avec la relation Lp = 0, et l’on n’a que trois équations 
homogènes et linéaires qui déterminent les rapports des quatre expo- 
sants p. 

En résumé, pour avoir l'intégrale générale, on calculera les coeffi- 
cients des solutions linéaires y = ax + b. La constante a satisfait à une 
équation du quatrième degré, que l’on peut former en fonction des 
coefficients de l'équation donnée. La constante b est alors connue par 
une équation du premier degré. Soient a,, b,,..., a,, b, les quatre sys- 
temes de solutions. Il faut déterminer les exposants p,, ..., 24. 

Si, dans les deux membres de l'identité (4), on égale les coefficients 
de xy et de ys, on obtient 


Pm,— Q(na,+4)+Rm =o, 
Pm,+ Q(n +v)+Rm,=0. 


R 
En remplacant 5 par — a et & par — b, on aura 
A=—n,— m,a— mb, 
vz—-n ma-+mıl. 


Les relations qui expriment que £2(Ax + wy +z) est nulle identi- 
quement se réduisent donc à 


Ep — 0, m,Loa+m2pb—0, my Spa+m,Lob—o. 


Supposons que m;— mm, soit différent de zéro, les trois équations 
homogenes qui déterminent les rapports des quatre exposants > sont 


alors ' 
xp =o, Spa=o, 2pb — 0. 


Lorsque m° — mm, = o, les trois coniques ont une direction asym- 
ptotique commune et ne se coupent plus qu'en trois points, à distance 
finie. L’equation différentielle n’admet alors que trois intégrales parti- 
culières linéaires. On vérifie sans difficulté, en ayant égard aux rela- 
tions (3), que tous les coefficients de léquation différentielle sont 
divisibles par ma — m,, et qu’on tombe ainsi sur une équation ordi- 
naire de Jacobi. 
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Les équations que nous avons rencontrées dans le n° 7, 
(y — A)*(y — B)8 (y — C)Y= const. A“ BBCY, 
avec la condition 


P,r_ 
+R Er? 


rentrent dans celles que nous venons d’étudier. En posant 


I I I I 


A = —; B=— —, C—= +; ey 


(& 1) (3: _ ) (= —1)"= const. 
Yi Yı Ji 


qu'on peut mettre sous la forme 


on obtient 


(A; — Yı )“(B, — y1)8( 4 — y) y = const., 
avec les conditions 
a+B+y+d=0, aA,+ BB,+y7C,=0. 


Si l’on suppose que A,, B,, C, sont des fonctions linéaires de x, l’e- 
quation differentielle résultant de l’elimination de la constante est un 
cas particulier de l'équation de Jacobi généralisée. Elle admet la solu- 
tion particulière y = o. Les trois constantes p, p,, p, sont nulles, et 
les trois coniques dont les points communs fournissent les solutions 
linéaires passent toutes par l’origine des coordonnées. 


9. On peut intégrer quelques équations de la forme que nous étu- 
dions par la remarque suivante, qui n'est qu’une modification d’une 
transformation indiquée par M. Appell (Journal de Mathématiques, t.V, 
p. 377: 1889). Considérons l'équation 


(1 dy _ ay+ by +e 
) dx Ay + B ? 


où a,b, c sont des constantes, A etB des polynömes en x dont le degré 
est au plus égal à 2. Cette équation est intégrable, puisque, si l'on con- 
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sidere x comme la fonction, elle est une équation de Riccati. L'inté- 
gration se ramène à des quadratures, lorsque A et B sont du premier 
degré. 

Les deux invariants de l'équation (1) sont 


_ aaB—bA+BA’— AB 


(2) i— y — (Bt GAB + cA? 


nn | > 
a a, 
A: of x dr A3 a A AX 


Ils se réduisent, pour a= 0, b=0,c =1, à — (x) et x et donnent 


ainsi le cas d’integrabilite qu’a signalé M. Appell. 
Supposons que les polynömes A et B soient du premier degré et 
mettons en évidence leurs coefficients 


ÂA=ar+a, B= br + bo; 


’ . dr . Z a 
l'exponentielle e” * devient (a,x + a,)". Posons — =. Supposons 
i 
a, = 0, a, différent de zero, et multiplions I par a?*', H par a?”*’, ce 
qui revient, comme on sait, à multiplier la fonction par une constante; 
on aura 


__(2xbh,—D)r+(2a+ rnb, H — a(hy.r + by)? — br(b, r+b)+ cart 
ttt ? PS 


1 


Cherchons à identifier ces expressions avec les suivantes 


B.r° + B, T + B, 
a 


_A,c+A, 


I= 3 H — 


pare , 
où A,, A,, Bo, B,, B, sont des constantes quelconques. On obtient ainsi 
cinq équations contenant les cing indéterminées a,, b,, b,, b, c; mais 
on reconnaît aisément que le système est, en général, impossible et 
que les coefficients doivent satisfaire aux deux relations 


(3) aA? —= (2x + ı)?B,, 
( AgAy= (2% +1)B,. 
Si on les suppose vérifiées, l'identification peut être faite d’une infi- 


Ann. de U’Ec. Normale. 3* Série. Tome VII. — Avni 1890. 17 
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nité de façons, les cinq indéterminées devant satisfaire aux trois re- 
lations 


= 2% LI” b—2323b,— A,, ca, = BL, + abi— b,: 1° 


On pourra prendre, par exemple, 


A, 
= > b, = 0, b——A,, at, c= B,; 





on ramène ainsi à l'équation linéaire 


dy _.ar—A,v+B, 











(4) in rv 
LATEST 
l'équation 
x dy <A,c+A B,r?+B,r+B 
(5) a 


y — rt y — es ee _ 


(242+ lar 
L'équation en Y admet deux intégrales particulières d’une forme 
simple répondant aux deux solutions données par l'équation 


ay? — A,r + B, = oO, 


qui sont évidentes pour l'équation (4). 

Ces équations comprennent comme cas particulier, pour «= 1, 
l'équation de Jacobi. Faisons dans l'équation (5), avec x = 1, = —; 
elle devient | 


ra Paitbatßon 





Les relations (3) deviennent 


| A? --oB,, 
(6) N 
| Ay A, — 3 B,. 


On obtient donc (n° 4) l'équation provenant de la reduction d'une 
équation de Jacobi avec l'hypothèse particulière B, = 0. On revient au 
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cas général par un changement linéaire de la variable indépendante. 
Appelons, en effet, «, la racine de l'équation A,x, + A, — 0, a, et a, 
les racines de B,x° + B,x, + B, = 0, ct, désignant par 2, une con- 
stante quelconque, faisons le changement de variable x, — x — ay. 
Le polynôme A,x, + À, se transforme en A,æ,+ À, le polynôme 
(Box) +B,x,+B,)x, en un polynôme complet du troisième degré 
B,r*+Br+B,x,+B,. On a évidemment A,—A,,B,—B,, en 
sorte que les nouveaux coefficients vérifient la première des rela- 
tions (6) 
A2 — 9B:. 


Remplaçons la seconde des relations (6) par celle que l’on obtient 
en les divisant membre à membre 


Elle se traduit par la relation suivante entre les racines 


A1 + Gi = 3%, 


qui peut s’écrire 
Ay + (u +) + (ar + 3) = 3(%0 + %s), 


c'est-à-dire 
H+ As + As — 3a). 


Elle revient ainsi à la relation 


By _z3Aı, 
BL À, 
Les nouveaux coefficients vérifient donc bien les deux relations qui 
caractérisent l'équation de Jacobi. 
Le cas où 2a + 1 = o donne, pour b,, une valeur impossible. Il est 
facile de le traiter directement; mais il ne présente rien d’intéressant. 
Reprenons les valeurs (2) et supposons a = 0, le polynôme A se ré- 
duisant à une constante a,. En multipliant I par a, et H par aj, on voit 
qu’on ramène à une équation de Riccati l'équation dont les invariants 
sont 
1 = — B'— pb, H = — 0B + ca, 
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Mettant en évidence les coefficients de B= b,x° + b,x + b,, si 
l'on cherche à identifier avec les expressions suivantes 


1 = A,r + Ay, H=B,r’+ B,z + B,, 


oü A,, Ay, B,, B,, B, sont des constantes quelconques, on verifie aise- 
ment que les coefficients doivent verifier la relation 


(7) 2A,A,B,—-BA?-+-4B!=o, 


posant 








b,=— = by=— LA;, Cay) A,— 2b,B,= B,A;; 


on peut supposer, par exemple, 








2B A,B 
Ay, by = 9, c= B,, b= A? 1— — Br’ b=—;A, 
L'équation 
dY __ Br + Br + B, 
(8) ay + Ae + ae 7, 


où les coefficients vérifient la relation (7), se réduit ainsi à l’equation 


de Riccati 
B 


dy 2 À, r+B 
dr y— Aa A: r 
“172 
par la substitution 
y-Y+tarzıı Mb, 
2B, 


A cause de la relation (7), Péquation (8) admet comme intégrale 
particuliere un polynöme du second degré | 
> A,Ay+ 2B ALB 
roe qa? - 120 2 1270, 
Y= AT Ay u 2 B, ? 


. , es ALB 
mais cette intégrale répond à la solution particulière y = — = d 
2 





l'équation de Riccati, et ne peut servir pour en ramener l'intégration à 
des quadratures. 
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La relation (7) est vérifiée pour B, = B, = o. Les deux invariants se 


reduisent a 
I=A,r + Ag, H — B,. 


On tombe ainsi sur un cas d’intégrabilité qui est connu. 

Revenons encore aux expressions (2) des invariants, en supposant 
que le polynôme A se réduit a a,x, et que la constante a est nulle. Le 
polynôme B étant du second degré et égal à 6,2? + b,x + b,, les inva- 
riants seront 


—b,7?— br + 0, 
_— 


— bb,2? + (ca, — bb)r — bb, 
u 


I= ’ H = 


Si l'on cherche à les identifier avec les expressions 


Agr? + A,r+ Ay H _ Byx?+ B,r + By 
—_—_—— eee — ee - L 
d'à T° 


I= 
on trouve que les coefficients doivent vérifier les deux relations 
(9) A, Ay— Bo = 0, A, Ag+ B,= O. 


On pourra faire alors l'identification d’une infinité de manières, en 
prenant 
b=— A, b= Ao, Bb; —— À, ca; + 6,A,= B:. 
Les relations (9) sont vérifiées en particulier si l’on prend 
À, = B , — B, = Oo. 

On saura donc intégrer, en la ramenant a une équation de Riccati, 

l'équation 
dY A B, 


dx 2? ri wy 


ou, en faisant le changement de variable x = e*:, l’équation 


dY 2 _z — By 
dr, + Are + Ave —y’ 


où les constantes Ay, A,, B, sont quelconques. 
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On réduit le polynéme B au premier degré en supposant b, = 0 et, 
par suite, A,=o. La seconde relation (9) donne alors B,= 0. On 
intégrera donc, au moyen de quadratures, les équations oü les inva- 
riants ont la forme 


re H — B,r+A,A 
d ” EH x? 


ou, st l’on effectue un changement de la variable indépendante, les 
équations où l'on aura 


rn! 9! o! o’ 
1 — AS + Ae H= BZ + A 


A,, A,, B, étant des constantes quelconques et 9 une fonction de x. 


NOTE 
4 4 
CONCERNANT 


L'INTEGRATION D'UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES, 


Pan M. S. ZAREMBA. 


1. Je me propose de faire voir dans cette Note que la détermination 
de l'intégrale générale d’une équation aux dérivées partielles de la 
forme 

Os 93 ‘ 03 
1) .—— +9, (7 + — + —)+9(rT+r)3s—=0, 
( . dr Ov 21 ( n(z x) >» ( u ) 
©, et 9, étant deux fonctions quelconques de x + y, peut être ramenée 
à l'intégration d’une équation différentielle ordinaire, linéaire, du se- 
cond ordre et à des quadratures; j’appliquerai ensuite les résultats ob- 
tenus à un problème élégant indiqué par M. Darboux dans le cours de 


l’une de ses Leçons professées à la Sorbonne. 


2. Regardons x et y comme les coordonnées rectangulaires d’un 
point dans le plan et soit (C) une courbe en chaque point de laquelle 
la valeur de z et celle de l'une de ses dérivées premieres est donnée ; 
désignons, en outre, par u (X, y, 2%», Yo) une fonction convenablement 
déterminée de x, y, dos Yo, Mais indépendante, tant de la forme de la 
courbe (C) que des valeurs de z et de ses dérivées sur cette courbe. 
On aura alors, pour la valeur de 3 en un point quelconque, #,, Yo» 
l'expression suivante en fonction des données, due a Riemann ( Werke. 
p. 161), et que j'écris sous la forme qui lui a été donnée par 


(2) 
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M. Darboux (Cours de Geometrie, t. II, p. 78) 


(us )n +(uz)e 
2 


B a Os _du dr — uz +! u 25) lay 
| —f pus+; ou Ow) | |" À dy “dr/] N 


où l'intégration doit être effectuée suivant la portion de la courbe (C), 
interceptée par les droites x = a, et y = Yo. 

Voici comment on peut déduire de l'équation (2) la valeur de u, en 
tirant parti de ce que cette relation doit avoir lieu, quelle que soit la 
courbe (C), pour une intégrale quelconque de l’équation (1). Intro- 
duisons dans la formule considérée de nouvelles variables, définies 
par les équations 


| 5(Tos Yo) = 


2r—=F+N, ay=t—n, 2%, = Eyt No; 2 Yo = Ëo — No 


réduisons la courbe (C) à la droite § = const., et prenons pour 5 une 
intégrale particulière de l'équation (1) de la forme 


3 = D(no) (So), 
où l’on peut poser, comme on s’en assure sans aucune peine, 
® = cosu(m—n), y = Cb, (Eo) + Gel). 


les lettres u, n, C, et C, désignant ici des constantes arbitraires; Ÿ, et 
Ÿ,, un systeme de solutions fondamentales de l’equation différentielle 


(2) DH 201(Eo) Ÿ'+ [o2(E0) + pw? ]Y =o. 
L’équation (2) devient, en faisant C, = },(§) et C, = — Y,(E), et 


æ 
. 


In seront nuls alors sur la droite &E = const., 
0 


en remarquant que = et 


[v1 (Eo) Va(E) — b(£0) by (E)J cosa (m9 — n) 


if ty » 
=— à UNO HE) cos (ne — 1) de: 


ic 


d'où, en divisant par [Ÿ,(5)%, (5) — Y,(E)Y, (&)], en ayant égard au 
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théorème de Fourier et en supposant n compris entre n, et Ye, 


2 £* Da(Eo) Pa) — Ya (Eo) Yi (S) 

Cette expression de wa déjà été citée par Riemann (Werke, p. 162), 

à l'occasion d'une équation qui se déduit de l’équation (1), en y po- 

sant 5, —0o; mais l'illustre géomètre n'en communique point la de- 

duction, en négligeant même de faire observer que la région de vali- 
dité de la formule (4) est déterminée par l'inégalité 


(5) (2 — 29) (¥ — Jo) > 0, 


l'intégrale devant être prise avec le signe commun de x —:r,et y — yy. 
On peut pourtant, malgré cette restriction, substituer la valeur (4) de 
u dans la formule (2) et arriver de la sorte à une expression de l'inté- 
grale générale de l'équation (1), pourvu que l’on ait eu soin de choisir 
la courbe (C) de manière qu'elle intercepte sur les axes des segments 
de mêmes signes. En effet, on sait d’ailleurs que la courbe (C) ne doit 
pas avoir plus d’un seul point d'intersection avec toute droite paral- 
lele à l'un des axes; il est donc aisé de voir que, cette courbe étant 
choisie comme il vient d’être dit, les valeurs de & n’interviendront dans 
la formule ( 2) que pour des valeurs de ses arguments qui satisferont à 
l'inégalité (5). 

On voit, par conséquent, que la réduction annoncée du problème de 
l'intégration d'une équation de la forme (1) est réellement effectuée. 


3. Je passe maintenant au problème indiqué par M. Darboux. Ce 
problème consiste à mettre l'élément linéaire tracé sur une surface 
développable sous la forme 


N 9 2 I 
(6) ds? = à du? + zur, 


a étant une fonction de w et de v. 
Considérons un élément linéaire tracé sur une surface appartenant à 
une famille de surfaces applicables quelconques 


(7) ds?= Edr?+2Fdrdyr +Gdy". 
Ann. de L'Éc. Normale. 3* Serie. Tome VII. — Mat 1890. 18 
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I! est aisé de conclure des propriétés d’invariance des symboles de 


M. Beltrami 
2 2 
E(> | ‚08 09 (2) 








_ Nov) 78" I Or 
A(0) = EG FRO 
08 04 ( 08 06 db =) ‚98 db 
EX u, Flos an tw or) +82 wee 
A(®, d) = oy dy Ox dy dy Or OX a 
‘ EG — F? 
so= 1/2 (4 90 F 20), 2 (800 Fe) 
Hoe ib or. Hay] oy\H dy Hoz)/]' 
où l’on a posé 
H? = EG — F!, 


que les fonctions u et » de x et y, par l'introduction desquelles l’ex- 
pression (7) de ds? peut être ramenéc à la forme (6), devront satis- 
faire chacune à une équation qui peut être écrite ainsi : 


(8), A(9, A?) = A94:c. 


D'ailleurs, l'une de ces fonctions, u par exemple, étant déterminée par 
l'intégration de cette équation, la valeur correspondante de la seconde 
d’entre elles s’en déduira en intégrant une différentielle totale. On ob- 
tiendra enfin « au moyen de la relation 


2 — Au. 
a 
Appliquons ceci au cas des surfaces developpables; on pourra poser 
ds? = dr? + dy?, 
et Péquation (8) deviendra 
(9) oe (2 "(92)" | 409 02 de, de =) — (52) | —o 
dr \dır dy + Ox Oy dr 0y  dy* [\dy dx 


C'est donc à l'intégration de cette équation que revient le probleme 
qui nous occupe. 





4. Appliquons à l'équation considérée la transformation de Le- 
gendre. Nous devrons poser, en employant la notation de Monge pour 
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les dérivées de © par rapport à x et à y, 


Ur o(ry)—rp —7q, 
ce qui donne 








_ wa 
Op’ = 04 

PU € OU 5 PEU or 

Ip ri — dpdq n— 0g rt—s* 


Par conséquent, l'intégration de l'équation (9) se réduit à celle de la 
suivante : 


OU | au do 
(10) oq? (p°— q)—4 WT Op Oy aq + (q — P ) 





Inutile, d’ailleurs, de se préoccuper du cas oü cette transformation 
deviendrait illusoire, parce que les valeurs correspondantes de u et 
de ven fonction de x et de y sont simplement des fonctions linéaires 
de ces variables. 

Introduisons dans l'équation (10) de nouvelles variables indepen- 
dantes s, et s,, telles que le seul terme du second ordre de la transfor- 





mee soit - On obtiendra s, et s, en fonction de p ct deg en rame- 


dt 

OS, is Se 
nant l'expression 

de? = (pt — 4") dp?+ 3 pq dpdq + (q?— p*) dq? 


a la forme 
da? ) ds, dso. 


On reconnait aisément que l’on peut poser 
} 
| s,=- ; log( p?+ 9?) + arctang #, 
q 
(11) 
| $s,—= +log(p*+ g*) — are ang? - 
Observons, afin d'opérer rapidement le changement de variables en 
question, que l'équation (10) est la condition pour que la variation de 
l'intégrale 


oy eff 





QU p—q MW EL) (ee P+q ET) 
(5 = - pag) \ og p+ di * pia g ap dp dq, 


og pP?+ op p+q 


140 S. ZAREMBA. 


étendue à une aire quelconque, ne dépende que des valeurs de la va- 
riation de U 4 la limite de cette aire. 
Il vient, en transformant l’integrale (12), 


— “dl gu este 
i= af Os, im ds, ds». 


La transformée de (10) sera, par conséquent, l'équation suivante, 
qui rentre dans le type (1), 

° OU OÙ JU 
(13) 2 Os, 05, — ds - os; = 

5. L'intégrale générale de cette équation peut être aisément expri- 
mée au moyen de la formule (2). En effet, on peut déterminer la fonc- 
tion u, qui figurera ici dans cette formule, soit en calculant directe- 
ment l'intégrale appropriée de l’équation adjointe à l'équation (13), 
chose facile dans l'exemple considéré, soit en regardant, ainsi que le 
fait Riemann dans un cas analogue (Werke, p. 163), l'équation (13) 
comme un cas-limite de l'équation que M. Darboux désigne par 
E(3, 8) ou de Géométrie, t. Il, p. 54], soit enfin en appliquant la 
formule (4). C’est cette derniere méthode que je vais suivre. 

On trouve sans la moindre peine, en posant 





28, =; + N, 2% = i—n, 2s— = Zot No, 250) = —,— 7 
2 “¢ het bite BV EB pret Sle - Vip 
u = + 7 a COS (No — n) dp 
0 ayi- ptet 
ou bien 
(14) web ie fa, 


où l’on a posé 


CRE ÉCEUTE “mn, 
J. Vip? 


(19) I= 


Je ferai voir que ] est une fonction transcendante entière dont je 
donnerai le développement, et j’arriverai ainsi à une expression de « 
valable pour des valeurs absolument quelconques de ses arguments. 
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Revenons, en effet, aux variables s, et s,; posons, pour abréger l’écri- 
ture, 


— 


g=Vi—pitip, &=Vt—p?— ip, 


et remplaçons le cosinus par des exponentielles imaginaires. Il viendra 
L =~ fil ren dns 


+ As) + (ss) TUE (si -5,)ı - (N - ss)! du 


Vi- BF 
Introduisons dans cette intégrale, au lieu de gu, la nouvelle variable 
r=ih=p+iyt— pi, 

et observons à cet effet que l'on n'est pas forcé de faire parcourir a u, 
dans l'intégrale (15), exclusivement des valeurs réelles. On peut, au 
contraire, malgré la racine y} — uw? qui y figure, suivre un chemin 
d'intégration quelconque, à cette restriction pres que, à l'infini, la 
partie imaginaire de u tende vers zéro. 

Choisissons un chemin d'intégration tel que la détermination de =, 
qui pour p = —~2 est égale à (— ©), devienne, sans s’annuler pour 
u = +, égale à (+ x). Il viendra 


: i ite] ate o-] 
4/_. 


Le [a (4-92) _ [<< -(n-5?) :] | de 











On peut développer I en une série de la forme 


(16) ] D Ins 


u=0 


en posant 


= ls" [te 50) Tt (— 1) @f (4-82) 7| a 


att n! 





, 


zur n ! 


+ Pot [erta- dr (yng eat] de. 


— € 
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On trouve, en intégrant par parties, 


(17) L= la. 


Tout est done réduit au calcul de I,. Il vient 


(18) Lo - [ [sSins(se— sY! ) + sinz(s, — s? ye =a, 


a 4 


(0 


suivant le signe commun de s, — sl" et de s, — s,". 
Les équations (14), (16), (17) et (18) donnent, par conséquent, 
2s +" on, —S;) = (s, — s yr (5: — sy” 
aud (n!)?. 4” 


n=v 


u ¢ 


expression jouissant évidemment des propriétés annoncées. 

La formule (2) permettant, d'après cela, d'exprimer l'intégrale ge- 
nérale de l'équation (13), l'équation (9) doit ètre considérée comme 
intégrée. Le problème indiqué par M. Darboux est done résolu. 


SUR LES 


FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 


QUADRUPLEMENT PÉRIODIQUES 


DE TROISIÈME ESPÈCE, 


Par M. P. APPELL. 


1. En suivant la classification employée par M. Hermite pour les 
fonctions doublement périodiques d'une variable, nous appellerons 
fonction quadruplement périodique de troisième espèce une fonction uni- 
forme de deux variables x et y qui se reproduit, multipliee par une 
exponentielle linéaire en x et y, quand on augmente les variables de 
chacune des quatre paires de périodes. Nous supposons essentiellement 
que l’on ne puisse pas, en multipliant cette fonction par une expo- 


nentielle de la forme 
eA xt+ 2B ary +Cy*+ 2 Da -- 2Ey. 


la ramener à être quadruplement périodique de premiere ou de se- 
conde espèce, c’est-à-dire à se reproduire multipliée par l’unité ou par 
une constante quelconque, quand on ajoute aux variables chacune des 
quatre paires de périodes. 

On sait, d’après un théorème énoncé par Riemann et confirmé par 
M. Weierstrass ('), qu'une fonction quadruplement périodique de 


— nn nn mm nn 


(1) MM. Picard et Poincaré ont démontré ce théorème par des considérations emprun- 
tées à la theorie des intégrales abéliennes (Comptes rendus des séances de l’ Académie 
des Sciences, 3 décembre 1883). J'ai indiqué depuis (Comptes rendus, 27 janvier 18yo), 
pour démontrer ce même théorème, une méthode plus directe, qui a de nombreux points 
communs avec celle que j’emploie dans le présent travail. 
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deux variables, de premiere espèce, qui n’a pas de singularites essen- 
tielles à distance finie, peut toujours être ramenée à avoir pour paires 
de périodes les quantités 


(2ri,o), (o,2né), (2,6), (2’, 3’), 


vérifiant la relation 


B= à. 


Si la fonction admet des singularités essentielles, les paires de périodes 
(a, %) et (2’, 8’) sont entièrement arbitraires. M. Picard a donné des 
exemples de fonctions de ce genre ('). 

A cet égard, il ya, entre les fonctions quadruplement périodiques 
de deux variables de première ct de deuxième espèce d’une part, etde 
troisième espèce d’autre part, cette différence remarquable que, même 
si une fonction de troisième espèce admet des singularités essentielles, 
on peut toujours ramener ses périodes à être 


(art, 0), (0,270), (2, 3); (a, D) 


avec la relation de Riemann, 


8 = 2’, 


Le présent travail est principalement consacré à la démonstration de 
ce théorème, que je me suis borné à énoncer dans une Note présentée 
à l'Académie des Sciences le 25 mars 1889. Il contient, en outre, quel- 
ques exemples généraux de fonctions ou expressions de deux variables 
quadruplement périodiques de troisième espèce. 


2. Etant donnée une fonetion quadruplement périodique de troi- 
sieme espèce, on peut toujours, par un changement linéaire de varia- 
bles, ramener les quatre paires de périodes à avoir la forme 


(274,0), (0,272), (2,8), (z', 3’). 


Soit alors F(x, y) une fonction quadruplement périodique de troi- 


(1) Comptes rendus, 1% semestre 1889; Bulletin de la Societé mathématique, 1. XV, 
p. 131: 1889. 
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sième espèce admettant ces quatre paires de périodes, on aura d’abord 


(1) | Fir +ori,y)=ertnt F(a, y), 
| F(z, y +ani)=erztartr F(z, y), 


P, 9, r, p', q’, r désignant des constantes; puis on aura deux autres 
relations de la même forme pour les deux autres paires de périodes. En 


ajoutant 271 à y dans la premiere de ces relations (1) et tenant compte 
de la seconde, on a 


F(r +ari, y+ari)=elP HPNEHHI y+r+ri+2qni F(z, y); 


ajoutant de même 2rı à x dans la seconde des relations (r) et tenant 
compte de la première, on trouve une nouvelle expression de 


F(r +oni, y+2ri) 
qui, par comparaison avec la précédente, donne 
e?7Ti — erp'Ti, p= q + A, 
n désignant un entier. Soit (x, y) une exponentielle de la forme 


o (x, y) — eAr’+2Bry+Cy’+2Dr+2Ey, 


on pourra, par des équations du premier degré, déterminer les con- 
stantes A, B, C, D, E, de telle façon que 


o(x + Ari, y) — e-(PxX+qgy+r) o(x, y), 
? (2, Jy + arı) = eye) o(z, Y) 


comme on le vérifie immédiatement. Si l’on pose alors 
Dix, y)=9(z, y) F(x, y), 
en tenant compte de la relation 
pr=q+n, 
on voit que cette fonction ® vérifiera les deux relations 


(2) | D(x + ant, y)=O(z, y), 
| O(r, y+ 271) = e"* b(x, y); 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome VII. — Mat 1890. 19 
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puis, par rapport aux autres paires de périodes x, 3 et a, 5’, elle véri- 
fiera deux relations de la forme 


P(r + X 9 Yr 3) = eax+b,y+e P(x, rh 
l O(r + œ', y + 3') — ea'z+b,y+c! P(>, Y) 


(3) 


a, b,,c, a’, b,,c' désignant des constantes. 
Si, dans la premiere des relations (3), on change x en x + 2712, on 
trouve 
eruri— | (a entier); 
si ensuite on change y en y + 27ten tenant compte de la relation 
Dr, y +ani)—= et (x, y), 


on trouve que l'on doit avoir 
en Ti — ens, 
d'où 
20,1 =nx+2bTi (6 entier). 

La seconde des relations (3) montre de mème que a’ est entier et 

que l’on a 
ab, ni=ena-+ al'rt, 

b' étant un entier. Les relations (3) s’ecrivent donc 
\ artbhy + we yee 
P(r+2, y+3)=e Ti Dr, y), 


axwt+h' + 7% 
. ’y s 
I 2% 


O(ir+e',y+)’)=e "plz, y), 


oun, a, b, a’, b’ sont des nombres entiers. Nous supposons essentielle- 
ment que ces cing nombres entiers ne sont pas tous nuls; car, s’ils 
étaient nuls, la fonction ® serait quadruplement periodique de pre- 
miere ou de seconde espèce, ce qui est contraire à l’hypothèse que 
nous avons faite au commencement. Nous déduirons alors de ces rela- 
tions (4) une relation entre les périodes d’une importance capitale. 
Pour cela, dans la premiere de ces relations, changeons x et yen r+ 2’ 
et y + 8’, puis tenons compte de la deuxieme; nous trouvons, pour le 
rapport 
(5) O(n + ata’, y¥ +6 +B’) 
P(r, y) 
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la valeur 


(ata)x+(b+b ly+ (+2 )y tere +an'+ bf + ape 
€ 


De même, en changeant dans la seconde des relations (4) x et y 


ena+aety-+ 6, puis tenant compte de la première, on trouve pour 


le rapport (5) une nouvelle expression qui, comparée à la précédente, 
donne 


n n 
6 ax + 63'+ — = aa + b'B + — Ba +aNir 
(6) D ane” P ani? ° 


N désignant un entier. 

Cette relation permet de montrer que l’on peut toujours, par une 
transformation d’un degré convenable, ramener les quatre paires de 
périodes à être 

(ari,o), (o, ant), (A,B), (A’, B’), 


avec la condition 
A'= B. 


3. Pour cela, nous distinguerons deux cas, suivant que l’entier 2 
est nul ou non. 


Premier cas : n = 0. — Les nombres entiers a, b, a’, 5’ ne sont pas 


nuls tous les quatre, mais il pourrait arriver que leur déterminant füt 
nul. 


Supposons d’abord le déterminant 
0 — ab'— ba’ 
différent de zéro. Les relations (4) étant actuellement 


O(r+a, y+ß)=ertörtb(z,y), 
P(r + a, Y + B') — ea's+b'y+c D(r, Y) 
on en conclut 


D(r+ax—ax,y+aB—aB)—=e rte Or, y), 


G) O(c — b'a+ ba, y —b5 + b3')—e-êr+ Dir, y), 


e et e’ désignant des constantes. 
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Le déterminant 9 n’etant pas nul, prenons pour nouvelles paires de 
périodes les quantités 


(ari, 0), (0, ari), (A,B), (A’, B’), 


A = ba’ — ba, B = 63'— 0'3, 


A'=a'a —aa'+2Nn, B'= a'6B — af. 
» 


Ces nouvelles périodes sont distinctes comme les périodes primi- 
tives, puisque 6 est different de zero; la fonction ® vérifie alors les re- 


lations 
P(z +ari, y) —=®D(xr, y), 


D(xr,y+2Tt) = D(.r, y), 
D(r+A, y+ B) =e-irte (x, y), 
O(c +A’, v+ B’) = e+" Ox, y), 


et la relation (6), où l’on fait n =o, donne 
B= A’. 


Supposons maintenant à = o. Nous allons voir que, dans ce cas, il 
y aréduction, et que la fonction ® peut étre ramenée 4 une fonction 
de deux variables doublement périodique de troisième espèce par 
rapport à l’une des variables, l’autre étant regardée comme une con- 
stante. En effet, les quatre nombres a, b, a’, b’ n'étant pas nuls tous 
quatre, supposons a’ différent de zero. La relation 


ab! — ba'=0 
montre que, si 0’ est nul, b l’est aussi. Dans ce cas particulier, la rela- 
tion (6) 
ax'+b5=aa+b3+aNrt 


donne 
ax == a! a + ONT. 


La fonction ® admettrait alors les deux groupes de périodes 


0, 274, 


«x— ar +oNri a'5— af, 
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qui se réduiraient à 


(0, ari), (0, a’ 8 —a8'); 


elle serait donc doublement périodique par rapport à y seul. 
Sı a’ et b’ sont tous deux différents de zéro, on a 


met m’ étant premiers entre eux, et m devant être remplacé par 
zéro quand a et b sont nuls. Donc 


a = pm, a'= pm', b= qm, b'= qm, 
où p et g sont des entiers non nuls. La relation (6) devient alors 
(8) m(pa'+qp') = m'(pat+q8)+2Nin. 
Faisons le changement linéaire de variables 
Xepe+gy Y= 7. 
el adoptons pour x et y les paires de périodes 
(— 2gri, apri), (o,2mt), (mMa— ma, m5—mf"), (2,8). 


Les paires de périodes correspondantes relatives aux variables X et Y 
seront, d’après (8), données par le Tableau suivant : 
X:Au—o, Au —"%24Ti, B;;,——2Nir,  B,,— px + af, 
Y : Ay, 2pTi, Ass = 27, B.=m’3— m, Ba = 3’. 


Si donc N est nul, deux périodes relatives à X sont nulles, A,, et B,,; 
si N est différent de zero, la combinaison 


NAu+9B:, NA + 7 Bio 


donne une paire de périodes dans laquelle la période relative à X est 
encore nulle. Donc la fonction ®(z, y) exprimée en X et Y est double- 
ment périodique par rapport a Y seul. Il y a donc réduction, comme 
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nous l’avons annoncé, toutes les fois que le déterminant 
6 — ab'— ba' 
est nul en même temps que n. 
. Second cas : n different de zero. — Reprenons les relations (4) 


D(xz+ari y) —D(x, y), 
D(z,y+ani) =e (x, y), 

+28 vee 
d(z ra, y+ B) CRE TE (x, y), 


a'x+b'y+ — 


x’ . 
P(z-+a,y+ß)=e ler, Y) 


et la relation (6) qui lie les periodes 


| na na . 
(6) aa! + bB + TE ala + OB + PX 4 aNim. 
ari ati 


Nous allons ramener les relations (4) a la forme des relations que 
verifient les fonctions ©. 
On a, puisque n, a, b sont des entiers, 


O(r+na+2bri, y+nB$—2anri)—=ert @(r, y), 
où let A désignent des constantes dont la premiere est 
Il . 
[= — (nz + abri); 
2T 1 
on trouvera de même 
D(r+na +oab'ri, y +n$—aa ri) —=e"r+"" @(r, y), 
n . 
"= — (na +ab'ri). 
2TL 
Prenons, comme paires de périodes, 
(ari,o), (o,ané), (21.81), (x,6:) 


en posant 
A —=A4X +abri, 3 =nß —aari, 


a, na'+2b' ri, pa np'—aa'ni; 


ces nouvelles périodes sont indépendantes comme les premieres. Les 
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relations ci-dessus peuvent alors s’écrire 


P(r+ori, y) —D(xz,}),. 
O(z,y+ant) —ezb(x, y), 
O(r+ a, y +S)—=er+ D(x, y), 
D(r+a,y+B,)—=ert# (x, y), 


' 


{= 79 = + 
271 2Té 


De plus, la relation (6) devient, si l’on y remplace x, 6, @’, 8’ par leurs 
expressions en fonction de &,, 3,, @,, B:, 


(9) —— (Bia, — 084) = 2Min, 


M désignant un entier ron nul, comme nous le verrons plus loin. 
La période ß, n’est pas nulle; car, si l’on avait 6B, = o, la fonction ® 
serait doublement périodique par rapport à x seul. Si nous posons 


@, (x, y) =e O(a, y), 


nous pourrons déterminer À et vu de façon que ®, (x, y) ne change pas 
quand on augmente x et y de la paire de périodes «,, B,. Nous aurons 


+ _ NA, 
20, hits, 


La fonction ®, vérifie alors les relations suivantes, où nous prenons 
comme second groupe de périodes (0, 2Mzz) au lieu de (0, 277), 





O(r+ari,y)  —i(x, y), 


a, . 
O(z, y+ aMné) = etn(r- B, pe, y)s 
O(r+a,y¥+8,) = (x, y). 


2MniTr +c 
' ’ Y 
Di(r+a,,y+f6;,)=e " ®, (2, y), 





ou Cet C’ désignent des constantes. 
Faisons enfin un changement linéaire de variables, en posant 
œ ar 


x= — +! , Y= — 9 
* 3,7 B, J 


®, (x, y) = ®,(X, Y). 
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Les paires de périodes de X et Y correspondant aux paires de périodes 
(a,,8,), (@,,8,) de x et y sont 


(0, art), (enr, ze), 

By 
on voit donc que l’entier M qui figure dans la relation (g) n’est pas 
nul, car autrement, dans ces deux paires de périodes, les périodes re- 
latives à X seraient nulles et la fonction ®, serait doublement périodique 


en X seul. En formant le Tableau complet des paires de périodes de X 
et Y correspondant à celles de x et y, on aura: 








Périodes de x et y. Périodes de X et Y. 
(274,0) (27,0) 
(o, 2Mr:i) (A, B) 
(15 Pı) _ (0,272) 
(a5 By) (A’, B’) 
où l’on a posé Ur; Lau 
2MTI: ar 
AZ B = — CR ) 
! a, — aß ariß, 
A— Di , (Bi, B= aot 
On aura alors 
®,(X+a2ni,Y) =®,(X,Y), 
®(X, Y+ a7) = @,(X, Y), 


®,(X +A, Y+B) =—e™*X+¢ @,(X, Y), 
®,(X + A’,. ¥Y+ B’) = e¥*¥+¢' @,(X, Y), 
et la relation (9) donnera 
B=A', 
ce qu'il fallait démontrer. 
En résumé, dans les deux cas, n = 0 et nZ0, on peut ramener la 
fonction ®, quadruplement périodique de troisième espèce, à vérifier 


des relations de la même forme que celles que vérifient les fonctions © 
de deux variables, avec la condition de Riemann 


B = A’. 


4. Pour donner des exemples de fonctions de deux variables qua- 
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druplement périodiques de troisième espèce, suivons une méthode 
analogue à celle qui sert à former l'élément simple dans la théorie 
des fonctions doublement périodiques de troisième espèce (Annales de 
l’École Normale, 3° série, t. I, II, IIT), ou, en nous plaçant à un point 
de vue plus général, imitons ce que fait Halphen dans son Traité des 
fonctions elliptiques, t. 1, p. 468 ('). 

Soient x, 3, y trois quantités telles que la partie réelle de la forme 
quadratique 

am?+ Bn?+aymn 


soit négative pour toutes les valeurs réelles de m et n autres que 
m=n= 0; soit p un nombre entier positif, et 9(u,») une fonction 
uniforme des deux variables u et». Si la série 


mn=+® 
1 ( T', y) = > ep(um*+ Bnt+aymn+mr+ny) O ( ertzmitiny, ey+mY+an)) 


m,n z—» 


est convergente, elle définit une fonction uniforme de x et y vérifiant 
les quatre relations 


Dir + atl, y) = (zx, y), 
(x, y + 270) = Pr, y), 
Dir +22, y +2y) eh O( 2, y), 
P(r+2y,y+28)—=e r0+B Dr, y); 


cette fonction est donc quadruplement périodique de troisième es- 
pèce. Lorsque fa fonction &(u,v) est un polynôme en u, », = et = 
la fonction ® est composee linéairement avec des fonctions © de deux 
variables. Lorsque la fonction 9(u, ¢) est rationnelle, la fonction ® 
possede des singularites essentielles 4 distance finie. Par exemple, on 
pourra prendre pour 9(u,¢) les expressions 


I I I ua ch 
I I an at br? 
I+ u I+r (1+4)(I+0) | (1+ u)" (1+ 9) 





a, b, a’, b’ désignant des entiers positifs. En supposant «, 8, y réels, 


(1) Voyez une Note que j'ai présentée à l'Académie des Sciences le 25 mars 1889 
(Comptes rendus, t. CVII). 


Aun, de l’Ec. Normale. 3° Serie. Tome VIl. — Mai 1890 20 
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les fonctions ® correspondantes possèdent les surfaces de singularites 
xr" = (2h+1)n, y=(ak-+ı)n, 


où l’on a posé z=w'+ iu”, y=y'+1y” ct où het & désignent des 
entiers quelconques. L'hypothèse a= 6=1, a’ = 6'= 2 fournit une 
fonction de troisième espèce, analogue à la fonction de première espèce 
que M. Picard donne comme exemple dans sa Note du 18 mars 1889 
(Comptes rendus, t. GVIIT) ('). 


+ nn nn Er 5 wen ven rn, 


(1) Moves aussi Bulletin de la Société mathématique de France, t. XVII, p. 131. 


RECHERCHES SUR LES SURFACES 


QUI SONT EN MÊME TEMPS 


LIEUX DE CONIQUES ET ENVELOPPES DE CONES 


DU SECOND DEGRÉ, 


Par M. E. BLUTEL, 


PROFESSEUR DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES AU PRYTANEE MILITAIRE. 


INTRODUCTION. 


Les surfaces engendrées par des coniques ont été l’objet de nom- 
hreuses recherches; nous rappellerons particulitrement les travaux de 
MM. Steiner, Kummer, Clebsch, Darboux et Koenigs sur des surfaces 
algébriques d'ordre supérieur au second et possédant une ou plusieurs 
séries de coniques. 

Les surfaces enveloppes de sphères ont donné naissance également 
à un grand nombre de théoremes remarquables, et les surfaces cer- 
clées ont été étudiées d’une façon générale par M. Demartres, dans sa 
thèse Sur les surfaces a generatrices circulaires. 

M. Schwarz a enfin examiné les surfaces minima enveloppes de 
cônes du second degré, que nous retrouverons plus loin dans cette 
étude. 

Nous nous proposons, dans ce travail, de rechercher les propriétés 
particulieres aux surfaces engendrées par une conique variable dépen- 
dant d’un paramètre, dans le cas où il existe un cône circonscrit à la 
surface le long de chaque conique. 

La premiere Partie est consacrée: à la démonstration d’un théorème 
important touchant le système formé par les coniques ct leurs lignes 
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conjuguées sur la surface, puis à la recherche des équations gene- 
rales des surfaces engendrées de cette façon, et à la démonstration de 
propriétés géométriques concernant le déplacement des génératrices 
ou celui des cônes enveloppants; enfin, a la détermination de cer- 
taines catégories de surfaces simples jouissant de ce mode de géné- 
ration. 

Dans la seconde Partie, nous étudions principalement les propriétés 
des lignes asymptotiques de ces surfaces, et nous cherchons à déter- 
miner certaines espèces pour lesquelles ces propriétés se transforment 
en d’autres plus simples. 

Enfin, une troisième Partie est consacrée à l’étude de quelques pro- 
priétés non projectives, et particulièrement à la recherche des trajec- 
toires orthogonales d'un système de coniques dépendant d’un para- 
metre. 

Un grand nombre de propriétés que nous démontrerons peuvent 
être généralisées; dans quelques cas, nous nous contenterons d’enon- 
cer cette généralisation. 


PREMIÈRE PARTIE. 


Considérons une série de cônes du second degré dépendant d’un 
paramètre variable; ces cônes enveloppent une surface, que l'on peut 
regarder aussi comme engendrée par une quartique à point double. 
En effet, deux cônes infiniment voisins se coupent suivant une pa- 
reille courbe, qui est la courbe de contact de l’un d'eux avec l’enve- 
loppe. On s’en assure aisément par la considération de l'équation gé- 
nérale des cônes 


(1) g(.c—X, y—Y,3s—Z)=0, 
> étant une forme quadratique homogene dont les coefficients dépen- 


dent d'un paramètre A, et XYZ désignant les coordonnées du sommet 
du cone qui dépendent du mème parametre. 


Lod 
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Si l'on suppose le sommet S pris comme origine d’un nouveau sys- 
teme d’axes (Sx'y’5’) parallèles aux premiers, lintersection du 
cône (1) avec le cône infiniment voisin est définie par les deux équa- 


tions 
Q(z", y; 3')=0, 
(2) ‘09 dX 09 AY 09 dZ dp _ 
A dk Ox’ dd Oy' dx 0: 


Ces équations montrent bien le fait énoncé, et font voir, de plus, 
que les tangentes au point double 4 la caractéristique du cone sont 
contenues dans le plan 


dX d9 dY do ab d? 
(3) dh dx + dx dy! * ah ds 


= 0, 


c'est-à-dire dans le plan diamétral conjugué par rapport au cône de la 
tangente ST a la trajectoire £ de son sommet. 

Nous voulons que la caractéristique soit une conique; il faut donc 
que la courbe (2) se décompose et, par suite, que l’on puisse faire 
passer un systeme de deux plans par l'intersection des surfaces (2). 
L'un de ces plans sera nécessairement le plan (3), et la caractéristique 
se decomposera en une conique C et en un système de deux généra- 
trices que nous appellerons SH et SH’. Il est à remarquer que ces 
deux droites sont les generatrices de contact du cöne avec les plans 
tangents qui lui sont menés par ST; le cône touchera son enveloppe 
suivant ces deux droites et suivant C. Ces droites SH et SH’ vont donc 
engendrer deux développables, A et A’, circonscrites à & et tangentes 
a tous les cönes. On peut dire que deux cönes infiniment voisins ont 
deux plans tangents communs, TSH et TSH’, de même que deux qua- 
driques qui se coupent suivant deux coniques. Ces surfaces se trans- 
formant en d’autres de même espèce, dans une transformation par 
polaires réciproques, sont aussi engendrées par des coniques qui ad- 
mettent deux courbes enveloppes. Ainsi : 

Les surfaces que nous étu:lions peuvent étre envisagées soit comme enve- 


loppes de cônes roulant sur deux developpables, soit comme lieux de co- 
niques roulant sur deux courbes. 


A cette catégorie appartiennent évidemment les quadriques; pour 
celles-ci, d’ailleurs, la trajectoire du sommet du cône ou la dévelop- 
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pable enveloppe des plans des coniques peut être choisie arbitraire- 
ment, et l’une est la polaire réciproque de l’autre par rapport à la qua- 
drique. Nous remarquerons encore que, pour les surfaces du second 
degré, les points de rencontre K et K’ de deux coniques infiniment voi- 
sines sont confondus avec les pieds H et H des génératrices précé- 
dentes sur la conique. Cette particularité importante, comme nous le 
verrons plus tard, ne se trouve pas réalisée en général. 

Les différentes propriétés que nous venons de découvrir par la Géo- 
metrie peuvent être établies aussi par le calcul; nous allons en re- 
prendre l'étude; mais, auparavant, nous demontrerons la proposition 
fondamentale suivante : 


TuéorèmEe. — Les generatrices coniques de la surface sont divisées ho- 
mographiquement par leurs lignes conjuguees. 


Supposons que, par un procédé quelconque, on ait mis les équations 
de la conique variable sous la forme 


X PTE _y ny 


= Pp?+2Qp+R — TN’ 
! J yy PB HIGH re y Ms 
En) NH Dale try 
y „ PTE TS _ Rs 
sah + Pp+2Qu+R — 2 N 


Pis Gus Fir oy P, QR, X, Y, Z étant des fonctions de A, et  dési- 
gnant un paramètre variable [X, Y, Z sont encore les coordonnées du 
sommet du cône circonscrit le long de la conique (A)]. Cette forme 
d'équations suppose que les courbes u = const. forment un systeme 
qui partage homographiquement les coniques proposées. 

in écrivant que le plan tangent à la surface engendrée par la co- 
nique (4) va passer par le sommet S (X, Y, Z), quel que soit x, nous 
obtenons l'identité 


On, on, aX 
m oe DNA 


On, On, dY 


(5) Na On mn Xa = 0. 


On, An; 


On On dd 


N; 
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n'est pas nul identiquement, nous arrivons à l'équation 





du La — 
(10) D +0 
Posons 
Pi 9 Tı 
0 — Pe Is Ta , 
Ps Is Ts 


determinant qui n’est pas nul, quel que soit A, sans quoi le cöne cir- 
conscrit se reduirait à un plan, et appelons &;, y,, p; les dérivées par- 
tielles de ce déterminant par rapport aux éléments p,, g;, ri. Un calcul 
simple, effectué au moyen des équations (8), permet d’écrire 


ua 0 dX 
| 209 = + (Xı — 201) (5 +N a) 
(11) < 
0 dY 0 al, 
. + amps) (GEHN) + (xa an (SE + NT) 


Le second membre semble être du troisième degré par rapport à p; 
mais il est aisé de voir que le coefficient du terme en u? est nul : c’est, 
à un facteur près, 


dp, dX dp; » aY dp; dA 
(Er) rer A) +e(R +) 





c’est-à-dire le coefficient du terme en n° dans l'identité (5). 

ß est donc un polynôme du second degré en p et l'équation (to) est 
une équation de Riccati, d’où l’on conclut la propriété énoncée plus 
haut. 

Des considérations analogues permettent de démontrer la propriété 
suivante, plus générale : 

Imaginons une congruence de droites admettant une courbe focale. 
Supposons que le cône de droites ayant son sommet en un point de 
cette courbe soit unicursal et que, de plus, sa courbe de contact avec 
la surface focale soit plane. Les courbes conjuguées de ces courbes de 
contact, c’est-à-dire les arêtes de rebroussement des développables 
engendrées par les droites de la congruence sont fournies par l'inté- 
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gration d’une équation 
du A(d, Bp) 


DT BO, Bp) 





où A est un polynôme de degré r+ 2 au plus, et B un polynôme de 
degré r par rapport à u, si r désigne le nombre des génératrices de re- 
broussement du cône de la congruence dont l’ordre nr n’intervient pas. 
En particulier, si le cône n’a pas de génératrices de rebroussement, on 
tombe sur une équation de Riccati, et nous retrouvons le théorème dé- 
montré plus haut pour les surfaces enveloppes de cônes du second 
degré et lieux de coniques. 
La question suivante se pose maintenant : 
Les surfaces étudiées sont-elles les seules dont les génératrices co- 
niques soient partagées homographiquement par les courbes conju- 
guées ? 
Supposons qu’une surface jouisse de cette propriété; on pourra 
mettre ses équations sous la forme 
op Ns Piet 2 Qi) p+ RA (A) 
| NO PO)p ra Qe +R) 
N, P,p?+2Q.u+R 

(12) I=FR 7 ee 
| ._ N _Psut+2Qp+R, 
UN Pet+20p HR ? 








les lignes A = const. étant les coniques, et les courbes = const. leurs 
conjuguées. On alors identiquement 


N NN ON 
ON ON, ON: ON; 
I 2 aM 
ON ON, ON, ON, |=o. 
du dn dp Op 
ON EN ON, tN, 





On en deduit, comme plus haut, que l’on peut poser 
ON; ON; O'N; 
On SAN Bay TOK du 


a, 8, y étant trois fonctions convenablement choisies de A et x. 
Ann. de l’Ec. Norm, 3° Serie. Tome VII. — Mat 1890. 21 
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Si l’on porte ces valeurs dans l'équation du plan tangent en un point 
de la surface (12), savoir 


I co UY 5 
NN N N 
ON ON, ON, ON: 
AAN N Od 
ON ON, ON. ON, 
du Op Op Op 





laquelle est en général du quatrième degré par rapport à u, elle de- 
vient 

i L Y 5 

N N: N N 

ON ON OÙ Où 

Op. Op. Op. Op. 

ON ON, N ON, 

Mu Min Miu Mor 


— 0. 








Cette dernière n'est plus que du troisième degré en général; cela 
prouve que, si les coniques sont partagées homographiquement par 
leurs conjuguées, la développable circonscrite à la surface le long 
de chacune d’elles est de troisieme classe au plus, au lieu d’étre de 
quatrième classe comme dans le cas général. On en déduit aisément 
que deux coniques infiniment voisines se rencontrent en un point et, 
par suite, que les coniques ont une enveloppe. Si l’on appelle (A), 
Vo(À), 3 (À) les coordonnées d’un point quelconque de cette enveloppe, 
une transformation homographique effectuée sur la variable u per- 
mettra de mettre les équations de la surface sous la forme 











Ni 1 f dre ! ) 

< = (+ 2u R + tip), 

, Ne I , ay A 
(13) Vo N = a (r+ Wet eB ) 
___Ns I dso . 

[TN (roue Fre), 


où u,u,, U,, u, sont des fonctions quelconques de À. Toutefois, cela 
suppose que les coniques en question ne sont pas des paraboles, les 
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racines de 1+ u? ne pouvant être égales; on traiterait aisément ce 
cas particulier. 

Formons, au moyen de ces équations, l'équation différentielle des 
conjuguées; c'est 


dy. 
f B _ I. y 
(11) hoa 
en posant 
A =— au? ph + by?t+au?ptcu, 


B=fup — 2cu?, 


a, b, c, f désignant certaines fonctions de A; on a, en particulier, 





Lo — tl, Yo ll, 0 — Us 





| dx 2 dv do 

c= da). di di 
"x, Œ Vo d5 

dr? de dh? 


L'équation (14) se réduira à une équation de Riccati, et, par suite, 
les coniques seront partagées homographiquement par leurs con- 
juguées si les deux polynémes A et B, qui sont respectivement du 
troisième et du premier degré par rapport à a, sont divisibles l’un par 
l'autre. Cela arrive dans les deux cas suivants : 

1° c—0. À et B renferment u en facteur. — Cette relation montre 
que le plan de la conique variable qui a pour équation 

Kr — ro) + MY — Jo) +A(3 — 3) = 0, 
avec les conditions 

KK — u) + M(Yo — Us) + (30 — U3) = 0, 
dx, ayy do 


—.— +m +n ——0 
ah ’ 


! art" m 


est le plan osculateur à l’enveloppe, puisque l'on a aussi 


din „ar, „Ei 


= m —— — O, 
dE de 


Ds — 


2° c n'est pas nul, et A est divisible par B. — Ona alors 


I 
AZ B (au + Bu — =) 
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x et 3 désignant deux fonctions de À convenablement choisies. La va- 


. du . 
leur ainsi obtenue pour => savoir 


doit vérifier l'équation différentielle des conjuguées des coniques. Si 
l’on rend N, N,, N,, N, homogènes par l'introduction d’une seconde 
variable v, cette équation peut s’écrire 

ON ON ON ON ON 


—_ — if 
du dv Oh Non Op 








ON, ON, ON, ON, |g ON 
Op Ov Oh da Op? 
ON, ON, ON, o!N, o7N, = 05 


Ju “dv Oh Mount’ opt 


ON: ON: ON, PN, GO. 
Op dv OK Ida Op? 





et elle est vérifiée identiquement si l’on y remplace 9 par sa valeur. 
! . e , ‘ ee » » J __ _.. f, e . 
Multiplions la premiere colonne pat ap oH 3, la seconde par x, 


la troisième par — =; et ajoutons à la quatrième. On démontre facile- 
ment l'identité 
ms) ON IN NONE. (ayy qu VON 
(aa F Ou Ov pp Oh Oddy PR Ju? 
__ ON; _ 3 AN; + I ON; + LE ON; | u d'N; | 
mar Ou d 2u Op? up \dpods  dÀ dy 








Sous cette forme, il est aisé de voir que le second membre est indé- 
pendant de u. : désignons-le par X;. Nous remplacons l'identité précé- 
dente par 

ON ON ON, ON, 
Op. Op. Op. Op. 
ON ON, ON, ON; 


ay Ov “Oy Ov — 0, 
Oh J} On On 


KO X KA) X) 
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laquelle montre que le plan tangent à la surface en tous les points 
d'une même conique (À) va passer par un même point de coordonnées 
X, X, X, 
xVX 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Su les generatrices coniques d’une surface sont partagées 
homographiquement par leurs conjuguees, ces generatrices admeltent 
pour enveloppe l'arête de rebroussement de la développable engendrée 
par leurs plans, ou bien il existe un cône circonscrit à la surface le long 
de chacune d'elles. 


Nous avons supposé dans cette démonstration que les coniques 
avaient une enveloppe véritable, lorsque nous avons mis leurs équa- 
tions sous la forme (13); il pourrait se faire que toutes ces courbes 
eussent un point fixe commun. On examinera facilement ce cas, en 
reprenant les équations de la génératrice sous la forme 


Uy ht ey „_ "Bt Uy 0's 
pu SE, = 1 — 3 = ——- 
1 + p? . 1+ pe? [+ pu 


Chaque conique passe à l’origine pour p. infini. 

On démontrera alors qu'il existe un cône circonscrit à la surface le 
long de chaque conique, ou bien que chacune de ces courbes est tan- 
gente, à l'origine, à la génératrice de contact de son plan avec le cone 
enveloppé par les plans de toutes les coniques. Ces résultats rentrent 
dans les précédents. 

Il résulte du premier théorème démontré que, si l’on connaît une 
courbe conjuguée des coniques sur la surface étudiée, les autres s’ob- 
tiendront au moyen de simples quadratures, et qu'elles seront toutes 
connues si l’on en connait trois. Il en résulte aussi que l’on peut sup- 
poser les équations de cette surface mises sous la forme 





Pil+2iu+ ri —~x4 gr, Me y . Ms 


I mp — + —_____ — 9 
a) T=X+ TE Que R N' N N 


X, Y, Z, P, Q,R, py, gy, r,, ... étant des fonctions de A telles que 
les courbes p = const. soient les courbes conjuguées des coniques 
À = const.; les coordonnées du sommet du cône sont d’ailleurs X, 
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Y, Z. Il existe alors entre ces fonctions certaines relations que nous 
allons chercher. Pour y arriver, nous écrirons que les tangentes aux 
différentes courbes p — const. vont passer par le sommet (XYZ) du 
cône circonscrit, pour une même valeur de A, puisque ce sont les géné- 
ratrices de ce cône. Nous obtenons ainsi 


dX on, dY on dZ On; 
a5) Nata Nata Nata 
| ny mon En N; 








Or les polynömes en u qui figurent comme dénominateurs dans ces 
identités ne peuvent avoir une racine commune; il faut donc que les 
numérateurs soient divisibles par les denominateurs. D'ailleurs, st l'on 
multiplie les fonctions N, n,, n,, n, par un même facteur 0(À), on ne 
modifie pas la surface engendrée, et l’on peut disposer de ce facteur 4 
de façon à faire disparaitre le coefficient de u? dans le premier numé- 
ateur; 9 est déterminé par l'équation 

dx d 
sp —- — (p,) = deo - 
di. FA Pal: 

Le même terme doit disparaitre dans les autres numérateurs, qui 
deviennent aussi du premier degré. On aurait alors, avec les fonc- 
tions P,Q,R, p,, 94, r,, ... ainsi modifiées, des identités de la forme 
(16) EE eC“ . 


Multiplions les numérateurs par des fonctions de À indéterminées. 
Soient a, 8, y; posons 


a(ayp + bi) + P(aip + by) + y(asp + 3) = 0, 
ce qui détermine ces fonctions. On devrait avoir aussi 
am Hm + yn; =O. 


Or ceci est impossible, car le cône circonscrit ne serait pas un véri- 
table cone. Par suite, les numérateurs sont nuls dans (16) et dans (15) 
avec les nouvelles fonctions P, Q, R, .... On a donc identiquement 
On, dX On, AY __ dns aL 


mn tA a= mn t Xa = an NG =o 


(17) 
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Ce sont les relations cherchees qui sont équivalentes à 


dp, dX _ dq, dx _ dr, dX ue 
nt Pr 79 nt 07 = | DR => 
dp; aY _ 

mea = re ee ee ee ee eens 
aps ah 

ara ZOO, ernennen. D meneur 


Nous dirons que les équations (12°) sont mises sous la forme réduite 
si ces relations sont vérifiées. On voit qu’elles fournissent les diffé- 
rents coefficients au moyen de simples quadratures, si l’on choisit arbi- 
trairement P, Q, R, X, Y, Z. 

A cette forme on en peut adjoindre une autre 





Pipt+2Qu+R N N N; 
8 = — t= it, — =, S 72) 
(18) ° Py?+2Qpn+R N "SN N : 


avec les relations identiques 


ON, _L ON AN, _ ON ON, _,,ON 
(19) an D TH mm 


que l’on déduit aisément des précédentes, car N, — NX + n,, .... 

On vérifie facilement, en partant de l’une ou l’autre de ces formes 
réduites, que les trois coordonnées d’un point quelconque de la sur- 
face sont solutions de l'équation aux dérivées partielles 


I 80, NOX) TN gee =° 
du Oh Op ER ON N dA On” 
Enfin des raisonnements analogues effectués au moyen de coor- 


données homogènes permettraient d'exprimer ces coordonnées sous la 


forme 
Li — gi(A, pu) = Pep? 2Qiu+R; (¢=1, 2,3, 4), 


les fonctions P,, Q,, R; vérifiant les relations 


dP; dQ; _ dR; _ 


dP — dQ — dR =‘? 


X, désignant les coordonnées homogènes du sommet du cône circon- 
scrit et P, Q, R trois fonctions de À arbitrairement choisies. 
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Applications des formes réduites. 


Une conique étant représentée par les équations 


NO) Nae) NO, BY 
NG. IB) “7 N(A, B) — NAB)” 





(20) “eo 








où l’on suppose À constant, la conique infiniment voisine le sera par 
Nise) |p O(N), M2 OOM 

= Np) o> (NR) + CR) te 

NA, p) Ô x.) dt 9? (N; 

= RE toa [N PUS 

_ N;(2,p) Ô 3 di? 0? N, 

“ Noe) + ORS )+ = CR nt 


ou bien, en tenant compte des relations (17) et (19), 





‘2 














—Ni(A,p) =a, (4, 0) ON ) [5 Ô (x) + ON “| d}* 














Np) NF OR LOR OANA) où NB] 2 
21) (ye No(2,6)  22(2,0) ON oD ON d fn, ON ny] di? 
BIENEN OR mola) t+ oe Nilo +... 
os _ Be) ON „m [ON 9 (ns) PN ns] di. 
~N(4y 8) N Oh am) où SE +: 


Si l’on donne à p dans ces dernières relations les valeurs p, racines 
ANG, 2) 
de eg = = 0, on voit que les valeurs de x, y, 5 se réduisent, aux 


infiniment petits près du second ordre, aux valeurs correspondantes 
fournies par les équations (20). Done, toute conique est rencontrée en 
deux points par la conique infiniment voisine, et les valeurs correspon- 
dantes de u sont données par l’équation 


dP AQ dR 
(22) dit tet Gq =o 


Cette équation définit deux courbes tracées sur la surface et tan- 
gentes a toutes les génératrices coniques. On voit, de plus, que les 
infiniment petits du second ordre ne disparaissent dans les expres- 


ON ON 
sions (21) que si la racine de 7, annule aussi —;; cela ne peut avoir 
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lieu constamment, à moins que cette racine ne soit constante ou qu'elle 


. . N 
ne soit racine double de =. 


Dans le premier cas, les coniques passent par un point fixe; en effet, 
si & est cette racine constante, on a 


d ’ 2 — 
DNC» k) =o 
et, par suite, Ä 
d 7 * . — 
dh N, (A, kK) —0, 
Integrant, ıl vient 
N(A, A) =a, NO, A)= a, 


az 
) 


. . , a, q 
Les coniques passent par le point de coordonnées —, —> —, que l’on 
a a a 


obtient sur toutes en donnant au paramètre u la valeur 4. Réciproque- 
ment, si les coniques passent par un point fixe, l'équation (22) a une 
racine constante. Elle a ses deux racines constantes si les coniques 
passent par deux points fixes. 

Dans le second cas, les deux courbes enveloppes des coniques sont 
confondues et la conique variable est osculatrice a son enveloppe. 

De même que les coniques roulent sur deux courbes, les cônes rou- 
lent sur deux développables. Les plans tangents à un cône menés par 
la tangente ST à la trajectoire du sommet correspondent à des valeurs 
de p., racines de l'équation 


dX dY dl 
dn dd dh 

’ On, On, On | 
On An: Ons 
ds dv dv 


que l’on obtient en écrivant qu'un plan tangent 
d—X y—Y :—7 
n n n 
ah 1 2 3 
ms On 0m On 
Op. Op. Ou. 


est parallele a ST. Il est aisé de montrer que chacun de ces plans a 
Ann, de l’Ec. Normale. 3° Serie. Tome VII, — Juix 1890. 22 


=o 
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pour caracteristique la generatrice suivant laquelle il touche le cöne; 
ce sont donc ces génératrices SH et SH’ qui engendrent les deux deve- 
loppables en question. 

Si cette équation (23) a une ou deux racines constantes, les cônes 
roulent sur un ou (deux plans fixes. 

Lorsque les coniques restent tangentes à un plan fixe, les cônes ne 
sont pas forcément tangents à ce plan. Il peut se présenter deux cas: 
1° les cônes circonscrits sont tangents au plan sur lequel roulent 
les coniques; 2° une des courbes enveloppes des coniques se confond 
avec la courbe décrite par le point de contact de la conique variable 
avec le plan fixe. En particulier, si la conique est une parabole, il 
existe un cylindre circonscrit, à moins que la droite d'intersection des 
plans de deux paraboles infiniment voisines ne soit un diamètre; par 
exemple, la surface engendrée par une parabole osculatrice à une 
courbe gauche quelconque, et soumise à une condition complémen- 
taire arbitrairement choisie, admet un cylindre circonserit le long de 
chaque génératrice. 

Si l’on remarque que les surfaces étudiées donnent naissance à 
d’autres surfaces semblables lorsqu'on les soumet à une transforma- 
tion par polaires réciproques, ct que cette transformation conserve les 
propriétés des systèmes conjugués, on voit que les équations tangen- 
tielles de ces surfaces doivent avoir une forme analogue à celle des 
équations ponctuelles, lorsqu'on les suppose rapportées au même sys- 
teme de courbes composé des coniques et de leurs conjuguées. 

Les coordonnées du plan tangent sont fournies par le développe- 
ment de l'équation (24). On peut les supposer mises sous la forme 


; _M M 
(29) (= ap v= M? =? 


M, M,, M,, M, désignant les dérivées partielles par rapport à m, m,, 
m,, m, du déterminant 
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et F une fonction de A arbitrairement choisie. Si l’on suppose cette 
fonction déterminée par la condition 
dE 


a IT px ‚dm A or _ 
(26) me + US (EX) + ZEN + W 2 (F2) =0, 


U, V, W désignant les coordonnées du plan de la conique 
Ur+-Vy+W:+ı7=o, 


on a les relations identiques 


OM, — ,.0M OM, _ v OM OM; _W OM 
m On dt 


=)» 


(27) On On On 


pre . OM , . on: 
Quant à l'équation == = 0, ce n'est autre chose, à un facteur pres in- 


dépendant de u, que l'équation (23). 


Applications. — Les équations générales que nous avons trouvées 
soit en coordonnées ponctuelles, soit en coordonnées tangentielles, 
renferment cinq fonctions arbitraires d’un paramètre variable. La dé- 
termination de ces fonctions de manière à satisfaire à des conditions 
géométriques particulières présente évidemment de grandes diffi- 
cultés. Nous allons cependant étudier le probleme suivant : 


Trouver toutes les surfaces pour lesquelles on donne la courbe lieu des 
sommets et la developpable enveloppe des plans des coniques, avec la cor- 
respondance entre les sommets et les plans. 


On se donne les fonctions X, Y, Z, U, V, W d’un même paramètre 4. 
Les inconnues P, Q, R, P,, Q,, R,. ... qui figurent dans les équations 
ponctuelles 

Piut+2Qiu+R; N 
Pe+20u+-R 


— ...g 


\ > 
avec les relations identiques 


ON, ON ON, ON ON, _ „ON 
a NT am an 
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sont encore reliées aux quantités données par les équations 


P + UP, + VP, + WP, = 0, 
(1) Q + COQ, + VQ:+ WQ;= 0, 
R + UR, + VR, + WR, =o. 


Si Pon annule successivement les trois premieres dérivées de cha- 
cune de ces équations, l’elimination des fonctions inconnues autres 
que P, Q, R montre que ces dernières sont trois intégrales d’une 
même équation 
PG ,d9 dh 


+ BB +6 +D9=o, 


(2) Ans + Ba + Ca 


où A, B, C, D sont des fonctions déterminées de X, Y, Z, U, V, Wet 
leurs dérivées. D'ailleurs, P, Q, R étant choisis de cette façon, P,, Q,, 
R,, ... seront déterminés par des équations linéaires. 

Soient donc P, Q, R trois intégrales de (2); l'intégrale générale est 


fournie par 
"=zaP+LQ0-+cR, 


2 =aP+ b,Q + CR, 
N — a;P +- b,Q +c RK. 


Combinant avec les équations precedentes, on trouve 
@,=aP,+6Q,+cR,, Y, = al, + bQ.+cR,, 
La solution la plus générale, savoir 


_ (aP, + 6Q,+cR,) pe-+ 2 (a, Py+ 6, Qi +cR)e + P, +50, +cRı 














“— (aP+ 6Q + cR)p? + 2(a,P + 6,0 +¢,R)p+a,P + 5,0 +eR ’ 








renferme donc neuf constantes arbitraires, a, b,c, a,,b,,c,, a,,b,,c.. 

Mais on peut ramener le nombre des paramètres arbitraires à cinq 
par une substitution homographique à coefficients constants effectuée 
sur la variable u, de sorte que la surface la plus générale dépend seu- 
lement de cinq paramètres. Le choix d’une conique particulière dans 
l'un des plans donnés, ou d’un cône ayant son sommet en l’un des 
points donnés, achevera de la déterminer. 
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gentes en ses points coniques. Les conjuguées (T') des coniques sont 
des courbes gauches d’ordre 2n — 2 suivant lesquelles la surface est 
touchée par des cones circonscrits de même ordre ayant leurs sommets 
0 sur FF’; chacune est l'intersection de la surface avec un cône d'ordre 
an — 1 qui lui est tangent suivant les # — 2 nappes le long de FF’. Les 
sommets O’ de ces nouveaux cônes ct les sommets O correspondants 
forment une involution dont les points doubles sont F et F’. Enfin 
chaque courbe (T') rencontre FF’ en 2” — 4 points variables qui se par- 
tagent en x — 2 couples ; chacun de ces couples est situé sur une nappe 
différente de la surface donnée et les deux points d’un même couple sont 
conjugués harmoniques par rapport au sommet O du cône correspon- 
dant et au point de rencontre de FF avec la seconde droite d’intersec- 
tion de la surface avec son plan tangent le long de la nappe à laquelle 
appartient le couple. La courbe lieu des sommets des cônes circon- 
scrits est une courbe unicursale d’ordre 3n — 5. 

Les coniques génératrices de la surface peuvent être tangentes en 
deux points fixes à deux plans fixes; dans ce cas, les plans tangents à 
la surface le long de la droite multiple la coupent suivant cette seule 
droite. Il existe alors une triple infinité de quadriques tangentes à la 
surface proposée en F et F’ et qui la coupent suivant 2 coniques; parmi 
ces quadriques, il y en a une double infinité qui touchent la surface 
proposée suivant une conique et la coupent encore suivant n — 2 co- 
niques; enfin, parmi celles-ci, il y a une simple infinité de cones jouis- 
sant de la même propriété : ce sont les cônes circonscrits à la surface 
le long de ses coniques. 

Une surface du quatrième degré possédant une droite double avec 
deux plans tangents fixes le long de cette droite rentre dans la caté- 
gorie que nous venons d'examiner. En dehors de celle-là, les seules 
surfaces du quatrième degré possédant le même mode de génération 
sont des surfaces à conique double et deux points doubles au moins, 
ou les surfaces ayant deux points d’embrassement. 

Considérons d’abord une surface présentant une conique double et 
deux points doubles dont la ligne de jonction ne rencontre pas cette 
conique. Tout plan passant par les points doubles F et F’ coupe la sur- 
face suivant deux coniques qui se rencontrent en ces deux points. Les 
conjuguées des coniques sont les courbes de contact de la surface avec 
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von Flächen 5, Ordnung; Göttingen, in der Dieterichschen Buchhand- 
lung, 1870). 
Les quadriques du faisceau 


0: = o 
y découpent une serie de coniques dont les plans ont pour équation 
Ad?4-2BA--C=0 


et enveloppent le cône 
B?— AC -: 0. 


Il est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante pour 
que deux coniques infiniment voisines se rencontrent en deux points 


est que le point 
A=-B=Gr-:0 


soit l’un des sommets du tétraedre conjugué par rapport aux deux 
quadriques 9 = 0, ) = o. Le cône enveloppe des plans des coniques 
passe alors par la quartique double, qui est elle-même l'enveloppe des 
coniques de la surface; les cordes de contact sont les génératrices du 
cône. La quartique est une courbe de rebroussement pour la surface. 
L’equation pourra se mettre sous la forme 


ro*-+ 254 + yW?=.o, 


en posant 
V=a9-+3?-—- ry, 


a désignant une constante quelconque et & une fonction quadratique. 
Le lieu des sommets des cônes circonserits est une courbe plane 2 
unicursale de quatrième ordre, dont le plan est le plan conjugué du 


x , SL . ey 09 _ 
sommet du cône par rapport à la quartique, c’est-à-dire ge oO 


On connaît déjà deux courbes conjuguées des coniques; ce sont les 
enveloppes des génératrices des cônes situées dans le plan de £. La 
recherche des autres se ramène donc à une quadrature; on vérifie 
que cette opération conduit en général à des intégrales hyperellip- 
tiques. 
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Surfaces enveloppes de cônes de révolution. 


Reprenons les équations générales 


n n n 
(1) TX + N’ Y=Y+ N’ 3 L+ N’ 
avec les relations 
an, __ aX On, _ dY In, aT. 
(2) Oa? aR Na? a = Na 


Si les cones sont de révolution, chacun d’eux étant représenté par 
les équations 
z—-X y—-Y_ s-/ 


_ —— 1 3 


ny Ny Ny 





où l'on suppose A constant, c'est que l’on a, quel que soit x, en sup- 
posant les axes de coordonnées rectangulaires, 


(3) ni+ni+ni Ian dns tHyn)®, 


a, B, y désignant des fonctions de A, que l’on peut supposer réelles si 
les cones le sont eux-mêmes. Differentions cette relation par rapport 
à À, en tenant compte de (2): nous obtenons 


aX dy az 
N (m, eg ar 


da BB, dy  ./ dX LQ,dY dhy 
= (am + BNg+ 72s) Der sa Nat +75) 
Cette égalité montre que les racines du polynôme an, + Bn,+ yn,, : 
qui est du second degré en u, appartiennent aux deux polynömes N 
aX dY aL de (3). | ; ; 
- — —; or er 3), les racines du premier 
eb ny ae + Ne ay + Nagy; Or, en vertu de (3), les | 
sont imaginaires, elles doivent donc appartenir toutes deux à l’un des 
deux derniers. 


Par suite, on a 


(4) AN, + De + yNy = AN 
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ou bien 


(5) an + ni Yn==B (m + ny -+ nz a }» 


A et B désignant deux fonctions de A. 
Dans le premier cas, l'égalité (3) donne 


ne na na ARN? 


et, par suite, 
(r—N)?-+ (vy -- ¥)?+ (3 — 7): A. 


Cette nouvelle relation nous montre que les coniques (1) sont des 
cercles, et la surface engendrée est une surface enveloppe de sphères 
dépendant d’un paramètre. 
Dans le second cas, on montre aisément que l'on a 
1 dX _1 dy 147 


c’est-à-dire que l’axe du cône de révolution n’est autre chose que la 
tangente à la trajectoire de son sommet. 

Les surfaces enveloppes de cônes de révolution se partagent donc 
en deux classes : 

1° Les surfaces enveloppes de sphères; l'axe du cône admet pour 
enveloppe la courbe décrite par le centre de la sphère variable. 

2° Les surfaces pour lesquelles l’axe du cône reste constamment 
tangent à la trajectoire de son sommet. 

Ces résultats peuvent d'ailleurs se démontrer sans avoir recours aux 
équations générales (1), et un calcul direct permet de montrer que la 
condition nécessaire et suffisante pour qu'un cône de révolution 
touche son enveloppe suivant une conique, c’est que son axe engendre 
une développable; suivant que le point de contact de chaque axe avec 
son enveloppe est ou non le sommet du cône, on obtient l’une ou 
l'autre des catégories précédentes. 

Les surfaces de la seconde classe sont d’ailleurs étroitement liées 
aux surfaces de la premiere. Considérons, en effet, une surface enve- 
loppe de spheres; les normales à cette surface le long d'un cercle (c) 
engendrent un cone de révolution (C) dont le sommet S est un centre 
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de courbure de la surface pour tous les points de (ec). Les centres de 
seconde courbure sont les points de contact des génératrices de (C) 
avec l'enveloppe de ce cône; or on sait que ces centres de courbure 
sont sur une conique; par suite, la surface Feu des centres de se- 
conde courbure rentre dans la seconde classe. 

On peut encore remarquer que les conjuguées des coniques sont les 
trajectoires orthogonales des cercles pour les surfaces de la premiere 
classe, et l’on sait que ces courbes partagent les cercles homographi- 
quement. Pour les surfaces de la seconde classe, ce sont les courbes 
de contact des développables engendrées par les normales aux surfaces 
de première classe correspondantes le long de leurs lignes de seconde 
courbure; comme celles-ci, elles dépendent donc d’une équation de 
Riccati. On trouve cette équation, sous une forme très simple, de la 
façon suivante. Appelons 


X, Y, 3 les coordonnées d’un point quelconque de la surface; 

X, Y, Z les coordonnées du sommet du cône correspondant ; 

V l'angle générateur de ce cone; 

a, B,y.x,,5,,y,,2,,5,,v, les cosinus directeurs de la tangente, la nor- 
male principale et la binormale à la trajectoire du sommet; 

w et & la courbure et la torsion de cette courbe ; 

3 l'angle d’un plan passant par le point (x, y, 5) et l'axe du cône avec 
le plan osculateur de la trajectoire (cet angle peut varier de o à 27). 


On trouve 


x — X EL v--Y 

a cotV-- x, coso + %5ing  BcotV-- 8,6080 -- 3, sino 
a eet’ A sin? V 
7 COLV 1-7, 6089 © 75ing 








2 


C 
& COSO }- -— 
) 2 À ds 
et l'équation différentielle des conjuguées est 


de _ a; 
ds to cotV sing, 
la variable indépendante étant l'arc s de la trajectoire du sommet. 


Cette équation se ramene immédiatement à une équation de Riccati, 
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?. Elle s'intègre par une quadrature si 


en prenant pour fonction tang ~ 


la trajectoire du sommet est plane ou, plus généralement, si le rapport 


wtang V 
—- D — est constant. 


Si l'on prend (fig. 1) pour axes de coordonnées (S, Ë, n, [) les axes 


Fig. 1. 


: L 
Ne 


/ AN 


du triedre de la trajectoire, l'équation du plan de la conique s’écrit 


r 


tang V De - on — Sin? V =o. 


On vérifie ainsi que ce plan est parallèle à la binormale de la trajec- 
toire du sommet, ce qui est une propriété connue. Ce plan rencontre la 
normale principale Sn en un point I, tel que l'on ait 


SE =: SO sin®V, 


O désignant le centre de courbure de la courbe. Il en résulte une con- 
struction géométrique très simple du point I, étant connus le point O 
et l’angle V, et inversement. Comme application de cette dernière pro- 
priété, considérons une quadrique Q, dont la trace sur l’un de ses 
plans principaux est une conique C (ig. 2). Cette quadrique peut être 
regardée comme l'enveloppe d’une famille de cones de révolution ayant 
leurs sommets sur une conique & située dans le plan de C et homofo- 
cale à cette dernière. SiS est le sommet de l’un de ces cones, la tan- 
gente aX est son axe, les tangentes à C menées de S en sont les géné- 
ratrices de contour apparent; enfin, si, par le point I où AB rencontre 
a normale SN à £, on mene IH perpendiculaire sur SN, puis HO per- 
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pendiculaire sur SA, on obtient en O le centre de courbure de 2. Ces 
différentes propriétés sont des conséquences immédiates des équations 
écrites plus haut; on pourrait les démontrer ici en s'appuyant unique- 
ment sur ce fait que les deux coniques C et & sont homofocales. 





Dans le cas général, l'angle 9 du plan de la conique avec l’axe du 
cone est fourni par l’equation 


ı dV 
tango tangV “ig 


; AV Le . 
Par suite, lorsque == est supérieur à w, la conique est une ellipse; 


. dV , ; : . dV . 
si —- est égal à w, la conique est une parabole; et si == est moindre 


que w, la conique est une hyperbole. 

Si l’angle générateur du cône est constant, le plan de la conique est 
perpendiculaire à la normale principale de la trajectoire du sommet, et 
la conique est une hyperbole qui reste semblable à elle-même dans 
son déplacement. 

Ces surfaces sont les seules, parmi celles que nous étudions, pour 
lesquelles la congruence formée par les génératrices des cônes se 
compose des normales à une surface; cette dernière est d’ailleurs une 
enveloppe de sphères. 

Nous remarquerons encore que, si les coniques génératrices sont des 
cercles, la surface peut être envisagée comme une enveloppe de sphères, 
ou bien les plans des cercles sont parallèles à un plan fixe; nous avons 
démontré ce fait dans une Note insérée aux Comptes rendus de Ü Acade- 
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mie des Sciences (t. CIII, p. 687). On peut généraliser cette propriété 
et énoncer le théorème suivant : 


St les génératrices coniques rencontrent une conique fixe, la surface est 
l'enveloppe d’une famille de quadriques passant par cette conique et assu- 
Jette à trois conditions complémentaires, ou bien les coniques passent par 
deux points fixes sur la conique fixe. 


En particulier, si l’on considère une surface engendrée par un cercle 
parallèle à un plan fixe, les conjuguées de ces cercles se déduiront les 
unes des autres par une opération géométrique tres simple : ce sont 
les ‘courbes de contact de la surface avec des cylindres circonscrits 
ayant leurs génératrices parallèles à une direction arbitrairement choisie 
dans le plan d’un cercle; si l'on fait tourner les points de l’une de ces 
courbes d'un angle constant sur les cercles auxquels ils appartiennent, 
on obtient les points d’une autre conjuguée. 


SECONDE PARTIE. 


DES LIGNES ASYMPTOTIQUES. 


Reprenons les équations générales d’une surface, mises sous forme 
reduite, savoir 


Ni, oy A ‚I... , mM N 2 0 
PEN CX+ Se YEN | + sen =f TK” 
avec les relations identiques 
ON N 
Der)‘ . 
In, „AX 


on dy’ 
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La substitution de ces valeurs dans l'équation différentielle des lignes 
asymptotiques donne une relation de la forme 


dp 
(1) (Au'--2Bu-C) | pis aR wt on) di? --- 2 Adu! — 0, 
en posant 
| | aX | 
PB N WER EM ay 
| ay. Ph rn: 
Ap? i- aBy=-C PR ge Echo; Am m da tr... 
| dl | Ps Is Fa 


PR PORT OT | 


On reconnait, dans les deux polynômes du second degré par rapport 
ON OM 


au. qui figurent dans cette équation, les polynömes a Cb 5; ce der- 


nier, à un facteur pres, indépendant de wu. On en conclut qu’il existe 
sur chaque conique quatre points pour lesquels les lignes asympto- 
tiques sont tangentes entre elles et tangentes 4 une conjuguee de la 
conique : ce sont les points de rencontre de cette conique avec la co- 
nique infiniment voisine (K et K’) et les pieds H et H’ des génératrices 
de contact du cône correspondant avec les deux développables circon- 
scrites. 

Cette équation se simplifie dans un certain nombre de cas; nous al- 
lons examiner les plus intéressants. 

Supposons que le coefficient de dA? soit le carré d’un polynôme par 
rapport à u : l'équation (1) se décompose alors en deux équations de 
Riccati, et Les deux séries de lignes asymptotiques de la surface parta- 
gent homographiquement ses génératrices coniques. Ce fait se pré- 
sente dans les deux cas suivants : 


+ 


x dN, OM . 
I. Les deux polynömes =; et > ont mêmes racines u; les points K 
et K’ sont respectivement confondus avec les points H et H’. La surface 
est engendrée par une conique qui roule sur deux courbes, les cônes 
circonscrits roulant sur deux developpables circonscrites a ces courbes. 
Nous l’appellerons surface du premier genre. 


"ON M 
II. Les deux polynömes N et on ont chacun une racine double; les 
iA 
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points K et K’ sont confondus, ainsi que les points H et H’. On en con- 
clut que la conique génératrice reste osculatrice à une courbe, le cône 
circonscrit étant lui-même osculateur à une développable. Nous appel- 
lerons surfaces du second genre celles qui sont engendrées de cette 


façon. 


Lo, 7, . ON oM 
III. Un autre cas intéressant est celui où les polynömes Si et IX 


ont tous deux leurs racines constantes. La surface est engendrée par 
une conique qui passe par deux points fixes et reste tangente a deux 
plans fixes sur lesquels roulent les cônes circonscrits. 

Les variables se séparent alors dans l'équation (1), dont l’integra- 
tion se trouve ramenée à une quadrature; la détermination des conju- 
guées s'effectue d’ailleurs, dans ce cas, sans aucune intégration. 

Plus particulièrement encore, les deux plans fixes auxquels les co- 
niques sont tangentes peuvent avoir leurs points de contact aux points 
fixes par lesquels passent les coniques: nous retrouvons ainsi des sur- 
faces singulières du premier genre et le théorème démontré par 
M. Demartres : 


Une surface engendrée par une conique tangente en deux points fixes à 
deux plans fixes a ses generatrices coniques partagées homographique- 
ment par ses deux series de lignes asymptotiques. 


Ces surfaces jouissent encore d’une autre propriété : ce sont les 
seules qui puissent être regardées comme des enveloppes de quadri- 
ques dépendant d’un seul paramètre, et telles que deux quadriques 
infiniment voisines soient tangentes le long de leur conique d’inter- 
section. La recherche des lignes asymptotiques exige alors l’integra- 
tion de deux équations de Riccati dans lesquelles les polynômes du 
second degré ont leurs racines constantes. 

Les trois catégories que nous venons d'indiquer sont encore remar- 
quables, en ce sens qu'une transformation par polaires réciproques 
les remplace par d’autres surfaces de même espèce. 
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Surfaces du premier genre. 





ae x N M . 
Si nous écrivons que les deux polynémes N et a ont mémes ra- 
cines, nous trouvons 
Pr Pı Ps Pr Pı Ps | HN D Is | 
nn Cree om rs), 
dP "dX dY da7| ,4Q) dX aY dl AR dX dY dh 
dh | dk da à; Aa dy di: 4 | dd add di 





relations que l’on remplace aisément par les suivantes : 


dP dQ AR 1 1 [dP dQ dR | _ ı faP 
>| al Fæl 


ER a2 à dy LA ART AP] a 
da da dn 


Si l’on sait déterminer toutes les fonctions P, Q,R,p,,g,,r,, ---» 
X, Y, Z vérifiant ces relations, ainsi que le système 
dpi — _pIX ay, 


dX 
aa a ae 


(3) a Cd 
on aura toutes les surfaces du premier genre. Les surfaces générales 
dépendant de cinq fonctions arbitraires d'un paramètre variable, 
celles-ci dépendent encore de trois fonctions arbitraires. 

Prenons Q pour variable indépendante et posons Q -= À; choisis- 
sons comme fonctions arbitraires P, R, ainsi que la valeur » des rap- 


, IX dY di 
ports (2); ıl est aisé de voir que les inconnues u A x sont trois 


solutions de l'équation différentielle 


EP AR, | 
dM, di: | 

, EP AR WB 

CY) de ae are" == Os 


dp ER d*9 + d (eu | 
d} dn di? dn N 


AS ART AP 


| 
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où Ja fonction inconnue est x, et où l’on pose 


d d 
6-_u (PR ann 2) 47 rd 


3 2 
@R „ap 


Ps CR op 


En particulier, si l’on choisit P et R de telle sorte que ¢ = o, l’equa- 
tion précédente admet comme intégrale 


BP, d'R 


4 Tl —  -, =. 
am ar 


3 
act b étant des constantes arbitraires. Il reste alors à intégrer une 
équation du premier ordre linéaire qui donnera uw; puis de simples 
quadratures donneront toutes les fonctions inconnues. Nous aurons 
ainsi une solution renfermant deux fonctions arbitraires, P et ¢ par 
exemple. 

On peut encore, au moyen des relations (2), démontrer le théorème 
suivant : 


St le leu des sommets des cônes est une courbe plane, les plans des co- 
niques enveloppent un cône, et réciproquement. 


Ces relations s’écrivent en effet 


dX dR dQ aP 
FR Ta TA 


Deux différentiations successives permettent de montrer que l'on à 


dX dY dh’ dP dQ daR 
di. da. a), dh ah Ü 

a @X AY dt ,,|EP dQ ER 

(9) em de de "| de DD 
BX BY at EP FQ BR 

as dé aps dis di dis 


s et A sont deux fonctions de À qui ne peuvent être nulles; les deux 
déterminants figurant dans cette égalité seront done nuls simultané- 
ment. 

Si le premier est nul, la trajectoire du sommet est plane, ct si le se- 
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cond l'est, on montre aisément que les plans des coniques passent par 
un point fixe. 

Nous remarquerons encore la propriété générale suivante qui con- 
vient aux seules surfaces du premier genre : 


Les tangentes aux deux séries de lignes asymptotiques de la surface en 
tous les points d’une méme conique sont les generatrices de deux hyperbo- 
loïdes circonscrits a la surface le long de cette conique. 


Nous allons chercher s’il existe des surfaces du premier genre parmi 
les surfaces particulières que nous avons étudiées dans la première 
Partie. Considérons les surfaces enveloppes de cônes de révolution 
dont la caractéristique est une véritable conique. Nous avons vu que 
l'équation du plan de cette conique rapportée au triedre (SE) de la 
trajectoire du sommet est 


, dV . on: 
(0) tang V ds = -+ wy -— Sin? V =:0. 


Son intersection KK’ avec Je plan infiniment voisin est définie par 
cette équation jointe a Ja suivante : 


; 1 dV? -aV - 
Vase] 
CG) | 
| + (7 + wtangV %) n -00$ —(tangV -+ sinaVi N 


ds ds 


La surface sera du premier genre sila droite KK’ est confondue avec 
HH’, c'est-à-dire si KK’ est dans Je plan SHH’. Ce dernier n’est autre 
chose, ici, que le plan perpendiculaire à l’axe du cône, § = 0. I] faudra 


donc que l'on ait 
WI 7° O 


et 


/ Tr 


(m tang V ) ee (tang V-i-sinaV N 
a ds eee ds si 8 ) as 


Laissant de côté ® = 0, ces conditions se réduisent à 


(8) D =O, „do = 3cotVaV. 


La derniere a pour integrale 


! 
(9) P= Sin V’ 


o désignant le rayon de courbure de la trajectoire du sommet qui est 
plane, d’apres la premiere condition, et Zune constante arbitraire. 

On peut vérifier que, si ces deux conditions sont remplies, l’equation 
des lignes asymptotiques se ramène bien à deux équations de Riccati. 
C'est, en général, 


d m 
(10) PREV, 


en posant 
KL--@-F-wsinocotV, 


dV 
4) COS9 + —- 


= | —-—& vs 
a= dV sin V cos V ne 
& COS? + 7. 
\f aV dw " x dV\*) dV 
x i(3wcotV, ds ) COS? | OB sin ? +- cot V | eo? +2 =) — at 


On voit aisément que 5 est indépendant de 9 si les conditions (8) 
sont vérifiées, et l’on est ramené à l'intégration de 
do av 


-o7wsinocotV -& a (ra AN an V 
ds ? — sinvY ° ds 8 ds 





Voici une dernière propriété géométrique de ces surfaces, consé- 
quence de la relation 
o Sin V — l': 
La projection, sur les generatrices du cône, du segment de normale de la 
trajectoire du sommet, compris entre le sommet et le plan de la conique, a 
une longueur constante. 


Cette particularité se présente pour les quadriques considérées 
comme enveloppes de cones de révolution. 

Des raisonnements semblables, appliqués aux surfaces enveloppes 
de sphères, montrent que les surfaces de révolution sont les seules 
appartenant à cette catégorie qui puissent être regardées comme sur- 
faces du premier genre. 
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Surfaces du second genre. 


Il n'y en a pas parmi les surfaces enveloppes de cônes de révolution, 
si la conique de contact n’est pas un cercle; les génératrices SH et 
SH’ sont, en effet, dans un plan perpendiculaire à l’axe du cône et ne 
peuvent être confondues, condition qui devrait être remplie. 

Mais il ven a parmi les surfaces enveloppes de sphères, comme nous 
allons le vérifier. Appelons x,, y,, 5) les coordonnées du centre O de 
la sphère variable qui décrit une courbe C. Soient 


R le rayon de la sphere; 

w et & la courbure et la torsion de C; 

s son arc pris pour variable indépendante: 

a, 3, y,... les cosinus directeurs des arêtes du trièdre de C. 


Prenons pour seconde variable, afin de fixer la position d'un point, 
l'angle > que fait le plan passant par ce point (xyz), et Paxe O5 du 
cercle sur lequel ıl se trouve avec le plan osculateur correspondant 
de C. Un calcul rapide permet d’écrire 


‘ 1 
| d 272 
x. 20. ar. + |: - (2) | (a, COS + & SING). 


1 
212 
(11) "y yo-- BRE Zu — (%) | (Bı cosy + B:sino), 
3m 2 — RS = - rrlı- (3) | (y1 C0SP +- y, SING). 


Le plan AB (/g. 3) du cercle, rapporté au trièdre (OËnt). a pour 
équation 


(12) RZ >20. 


La droite KK’ est définie par cette équation jointe à la suivante : 


R 4) 10. 


(13) GO 1-3; dt ds 


On trouve aussi que le plan SHH’, qui est le plan diamétral conju- 
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gué par rapport au cône de la tangente ST à la trajectoire du sommet, 
est défint par 


as (ART (ER dR) fe RER 
an Aa) Ja TA JG | ds) dst 


La surface est du second genre si K et K’ sont confondus, c’est- 
a-dire st KK’ est tangente à la sphere, et si le plan SHH’ est tangent à 


Fig. 3. 





cette méme sphere. Ces deux conditions s’écrivent aisément et don- 
nent lieu aux relations suivantes : 


an d f„AR\]: 
lo u) | & as (R i) | 


; PAR\? CR? 
(10) otf us) | _ Ce | . 


7 


(19) 4)? KR? 





La comparaison de ces deux équations permet de les remplacer par 


ap LR | ‚dR 2 Lo 
LR ge la) ee 


(15) ‘ | - 
/ u I ‘dR\? 
Le ele (a) | 


La premiere s'intègre une fois et donne 


dR 
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h designant une constante arbitraire. On peut alors remplacer la se- 


conde par 
a)? À ° 
4? 

Ces deux conditions fournissent l’arc et la courbure de la trajectoire 
du centre de la sphere variable, comme fonctions de son rayon. On 
verifie alors que l'équation différentielle des lignes asymptotiques de 
la surface, qui est en général 


(18) | _— y -— eee on 


en posant 
ŒR (/dR\? 2: 
CE 
HT / © COS® + —— —- 0m m, 


3 = je = ans | | 
—-( —- dR\2 12 
(a) | nfs (2) | 
se réduit a deux équations de Riccati 


(19) ds SR 


Voici maintenant quelques propriétés géométriques de ces surfaces. 
D'abord, en général, la tangente à la trajectoire du sommet est dans 
le plan osculateur à la trajectoire du centre de la sphère. Pour ces 
surfaces particulières, on a 


dR 
as —V 
AL. VRA. 


OL: +R R?-- RA, 


Si V est le demi-angle au sommet du cône, ona 


AI Th 
cos V - R VE 
Soit ID (fig. 4) la distance du centre du cercle au cône circonscrit ; 
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on à 


AY 


R “A. 


ID. 


La distance du centre du cercle variable au cône circonscrit est 
constante. 


Fig. 4. 





Appelons encore © l’arc de la courbe décrite par le centre I de ce 
cercle. I] est facile de démontrer que 


h h dR? 
2— __ 2— .__ . 
| TRE GR — 4) 
En intégrant, il vient 
go: Zyh(R-- A) + const. = + IE + const. 


IE désignant la distance du centre du cercle aux génératrices du cône 
normal à la surface le long de ce cercle. On obtient donc cette autre 
propriété : 

La somme ou la différence de l'arc décrit par le centre du cercle va- 
rıable et de la distance de ce point aux génératrices du cône de normales 
correspondant est une quantité constante. 


On en peut obtenir d'autres en suivant une voie toute différente et 
envisageant la surface comme engendrée par un cercle osculateur à 
une courbe gauche. Appelons encore w et & la courbure et la torsion 
de cette courbe; il est aisé de démontrer les résultats suivants : la 
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distance IS (fig. 5) du sommet du cône circonscrit le long du cercle 
osculateur en M, au plan de ce cercle, est égale à 


cette distance étant comptée positivement dans le sens direct choisi 
sur la binormale. La tangente ST à la trajectoire du sommet est située 


Fig. 5. 





dans le plan normal à la courbe, soit SMN. La surface engendrée sera 
du second genre si ST est confondue, soit avec SM, soit avec SN; la 
première hypothèse est impossible, et la seconde fournit la relation 


(0) w?(A2- - uw?) — (2) 


ds 





k désignant une constante arbitraire qui est l’inverse de la distance 
constante du point I aux génératrices du cône circonscrit. On peut 
donc considérer les enveloppes de sphères du second genre comme 
engendrées par le cercle osculateur à une courbe dont la courbure, la 
torsion et l'arc sont lies par la relation (20). 
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Recherche des lignes asymptotiques de quelques surfaces simples. 


Nous commencerons par les surfaces algébriques d’ordre n avec une 
droite multiple d'ordre n -- 2, dans le cas où les plans tangents le 
long de cette droite sont fixes, et oü les cönes de tangentes aux deux 
points coniques situés sur cette droite se réduisent à deux plans que 
nous choisirons pour faces du tétraèdre de référence; nous prendrons 
comme autres faces deux plans quelconques passant par la droite mul- 
tiple. L’équation de la surface prend alors la forme 


(a) st f(z, y) = 9x, YY 


f désignant une fonction homogene de degré n — 2 et > une fonction 
semblable de degré n. Si nous projetons cette surface sur un plan au 
moyen (de droites passant par l'un des points multiples d'ordre n — 1, 
Savoir 

y==Àx, 3== UT, 
nous obtenons pour les coordonnées d’un point quelconque de cette 
surface 


b ZI 5 _L, 
”) po Au pe F(A) 
en posant : 
_ ot, A) 
F(A) = 5G À) 


En formant, au moyen de ces expressions, l'équation différentielle 
des lignes asymptotiques, il vient 


du d?®F I 

ed, dure, 0 

BP AM dF [dk )’ apace 
a = Ca) ar 


2 
+ 


(ec) 


Cette équation se simplifiera si le polynôme / a desracines multiples, 
c’est-à-dire si plusieurs nappes de la surface se raccordent le long de 
la droite singulière, ou bien si le polynôme $ a des racines triples au 
moins, et, par suile, si trois au moins des plans passant par la droite 
multiple et coupant la surface suivant une conique évanouissante sont 
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confondus. Le cas le plus favorable est celui oü toutes les nappes se 
raccordent et oü tous les plans des sections singulieres sont con- 
fondus. L’equation de la surface s’écrit alors 

(d) star = yn. 


En tenant compte des formules (6), sans supposer forcément 7 en- 
tier, on trouve comme équation des asymptotiques correspondantes 


dh _ no: -/ n(2-- nN) dp. 
A n(n--ı). pe 
qui admet pour intégrale 
ntyaii--ni 
Alp Tun, 


Ces surfaces (d) ne sont algébriques que si n est commensurable. 
Si les deux points fixes par lesquels passent les coniques sont réels, 
les lignes asymptotiques ne sont réelles que pour des valeurs de n 


comprises entre zéro et 2. Elles seront algébriques si yn(2 — 7) est 
commensurable en même temps que n. Si l’on pose 


on trouve que l’on doit avoir 
(a--b)?.: b?-—c%, 
c désignant un nombre entier. On est donc ramené à la résolution en 
nombres entiers de l'équation 
ri y} 33, 
On prendra 


b— 3, QA:2 xX + 5, Va = = 2. 
Les valeurs les plus simples que l'on puisse attribuer à z sont : 
1° naz, 


La surface est 
ss = yr, 


N 98 E. BLUTEL. 


Les asymptotiques sont alors deux series de courbes gauches du 
sixieme ordre, unicursales, intersections de cönes du deuxieme et du 
troisieme degre. 


— 2 
29 n == 5° 


La surface est 

3545— y xt, 
Les lignes asymptotiques sont encore des courbes gauches unicur- 
sales de sixième ordre; mais elles ne sont pas tracées sur des surfaces 
du deuxième degré. 

Si la surface (a) est du troisième degré, on sera ramené aux fonc- 
tions elliptiques. Cependant, dans certains cas particuliers, l'intégrale 
sera algébrique : c’est ce qui arrive pour la surface tétraédrale du troi- 
sième degré à quatre points coniques 


ayst+ brst4-cryt-+-dzys-=0, 


qui est engendrée de six facons différentes par des coniques passant 
par deux points fixes. On sait que les asymptotiques sont des courbes 
algébriques d’ordre 6 et de genre o. | 
Nous terminerons cette étude en cherchant les lignes asymptotiques 

de la surface du quatrième ordre présentant une conique double 
et quatre points coniques; nous avons déjà vu que les deux séries de 
coniques passant par les deux couples de points coniques sont conju- 
guées, et que les coniques de chaque serie sont tangentes à deux plans 
fixes. Kummer a montré que l'équation d'une pareille surface peut se 
mettre sous la forme 

Lp?+ gr — st’ = 4 p'qr 
ou sous la forme équivalente 

[ p?+ st -- gr]?= 4 pist, 


P, 9, r, s, t désignant des fonctions linéaires. Supposons réelles les 
fonctions linéaires g, 7, s, 2 et prenons pour faces du tétraedre de réfé- 
rence les plans correspondants qui touchent la surface, chacun sui- 
vant une conique. L’équation devient 


(1) [P?-+ xy - - s1? — 4P!xry = [P?+ 2t — zy]?-- 4P*st-o. 
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Soit 
Poraa+By-—-ys--ol. 


Posons 
7 =hrr, t “pis. 


Un calcul rapide permet d'écrire les coordonnées d’un point quel- 
conque de la surface sous la forme 
T V 


2 l 
(9) Sat (yp ps dut) ah BR (au ha BI 


Au moyen de ces formules, on trouve comme équation des asym- 
ptotiques 


(3 ae dt 

(ar + Blt) ~ ply tp + dut) 
La transformation 

/ 3 fr, 2) _! LR 

(4) À == a (iv 5 p= 3 (4 3) 


\ 


permet de remplacer cette &quation par la suivante 


J 5 -—_ - —_ = — —- fom -- -—- r 9 
4W— gu. 4 — eye — 8 
en posant 
. _— 1—3ap I 3yö 
PAT (2 2 12 
a 
ad. -2 ‚99-2 
oo RZ, u O2, 
27 x 10 27 x 10 


L'intégrale générale est donc 


(6) | w= p(9. ga gs), 


( er. p(ko-a-m, g3, 85) 


§ désignant une variable et m une constante arbitraire. On a 


3 _ 2 — —_—__ 
si 2781 = = 
16 
272 __ 
oe 27 oe Y 0 (17479) 
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La réalité des deux couples de points coniques de la surface dépend 
précisément des signes de ces deux quantités ı — 4a8 et 1 — Aye. 
L'intégrale generale de (5) peut être algébrique : cela arrive, en par- 
ticulier, si l’on a 

82-82 À 8 = 8s 
ce qui entraine la seule condition 
(7) aß -= yô. 
Ii est facile de voir qu’alors le plan P == o est tangent à la quadrique 


ry —-- 31 — ©. 


La conique double de la surface se compose d’un système de deux 
droites. 

Les quatre points coniques sont alors de même nature, puisque l’on a 

1—4aB- .1-— Ayo. 
Si l’on suppose x et ß de même signe, on peut écrire 
az pih, y go 

avec la condition 

. | PP =:99, 
qui remplace (7). 

La transformation 


substitue a l’&quation (3) la suivante 


(8 du? \ dv? 
at) Rat) (AG het) 
h désignant la constante l--2pb, 
1 + 2p6 


On a alors, comme expressions des coordonnées d’un point de la 


surface, 
L ; Y 


| ur I. wu)? (1 — hot) . pt u)}(1— he?) 
(9) 


3 [4 
- ln. — ere 
| m Pr (1 hu) gt — v)’(cı — hu?) 


\: 
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avec 


„_..1A Y as. \. 
Pt (pr + T° *) 


L'intégrale générale de (8) peut s’écrire 
(10) (hu? v?+ 1) (1+ A+ 2p) + (p?—.h) (u? + 0?) + aur(lı--p)(h+p)=o, 


o désignant une constante arbitraire. 

Une étude détaillée de la représentation de la surface sur un plan 
au moyen des formules (g) et(10) permet de démontrer les propriétés 
suivantes : 


Les asymptotiques sont des courbes du huitième ordre et de genre 1; 
chacune rencontre en deux points les sections coniques de la surface qui 
passent par les points coniques ; en quatre points, chaque droite double, 
et en quatre points aussi chacune des coniques suivant lesquelles la sur- 
face est coupée par un faisceau de plans passant par une droite double. 
Enfin chacune passe par les points coniques qu'elle admet pour points 
doubles. 


La réalité de ces courbes ne change pas tant qu'elles ne rencontrent 
pas l’un des points coniques de la surface ou l’une de ses coniques de 
contact avec les quatre faces du tetraedre de référence. Il en est d’ail- 
leurs de même pour la surface générale représentée par l’équation (1). 

Dans le cas où « et 6 sont de signes contraires, la transformation 
employée plus haut doit être remplacée par une autre; nous pren- 
drons alors la suivante, qui exige seulement que les points doubles 
soient réels. Posons 


k—=a(1—u), p= b(1— v), 
a et b désignant deux racines des équations 


Ba?+a--x=-0, 
6 b? + b+y:=0, 


lesquelles sont réelles en vertu de l'hypothèse faite plus haut. On 
peut, de plus, les choisir de telle sorte que aß =: 56 en vertu de la re- 
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. A ° 19 
lation «aß = ye. Si l’on pose 





il vient comme expressions des coordonnées d’un point de la surface 


x "4 = Px} t 


(li) —————_ = — -- — © —- — =: 
6 av(i— hv)(ı--u)? u 
„u-hv) D 


L’équation des asymptotiques est alors 


du? | dv? 
u(i—u)(1— hu) e(1— v) (1— he) 


(12) 


et son intégrale générale est 
(13) [huy +1— p(u+ v)}?— 4(p --1)(p — h) uv =: 0. 


Ces formules permettent de retrouver les résultats démontrés plus 
haut sur les lignes asymptotiques. 
Un cas plus particulier encore est celui où l’on aurait 


ı- 4e8=1—4yd=0. 
La constante A est alors nulle dans les équations (9), quideviennent 


T JY L 3 u t 
(4) aB(ra-u)? 1, 20146) — 
+ (Le 


me 


— ; 
— (1:— p)? 

20 ( ) 

Les lignes asymptotiques de cette surface sont représentées par l’é- 
quation 

(19) wu? g?—1+ 2u9p+p?_ 0. 

Ce sont des courbes gauches de quatrieme ordre et de seconde espece 


comme celles de la surface de Steiner, dont la surface proposée est un 
cas singulier. 
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Des surfaces minima. 


Nous allons nous servir de l'équation trouvée pour les lignes asym- 
ptotiques, en général, savoir 
2 1,2, OM ON 
on) (Te) FOG 


pour rechercher celles des surfaces étudiées qui sont des surfaces 
minima. Ecrivons que les lignes asymptotiques sont rectangulaires ; 


il vient 
On, ON \? On: ON \? On, ON\*|du? og, i, », (9N\? 
el) 
. 9 . ° ‘ 2 . ’ + 
Si l’on remplace dans cette relation (38) par sa valeur tirée de (1), 
on obtient _— 
On ON\? / dn, ON (pdm aN) OM ga. nm ON 
0) [NG mga) (Ro ag) (GE Mon) [FO GE = nt nt en Gy 


Cette relation doit être vérifiée quel que soit u; d’ailleurs, elle est de 
degré 6 par rapport à wu, ce qui montre qu'il existe, en général, sur 
chaque conique six points pour lesquels les lignes asymptotiques sont 
rectangulaires. Posons 

On; ON 


- — À; Op. 


Op (e:—1, 4,3). 


l= 
L’équation /} + 23 4-2} = 0 fournit les quatre points (a;) de la co- 
nique C en lesquels la tangente va rencontrer le cercle imaginaire à 
l'infini T. L’équation nj + n° + nz = o donne les quatre points (b;) de 
la conique pour lesquels la génératrice (Sb;) correspondante va ren- 
contrer T. Si (2) est une identité, deux points (a,) au moins sont 
confondus avec deux points (6;). Cela n'est possible que si C ren- 
contre l'en deux points (c,,c,); mais alors Cest un cercle, et/* + 2? + 3 
est carré parfait. Il peut maintenant se présenter deux cas: 
1° Le cône (S,C) est tangent au cercle T aux deux points (c,,c,). 
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Alors les quatre points (a;) sont confondus avec les quatre points (b;), 
deux à deux enc, et en c,. La surface est à génératrice circulaire et le 
cône circonscrit est de révolution ; c’est donc une enveloppe de 


: - ” . ON 
sphères. L'identité (2) ne renferme plus alors que les polynömes 7 


oM _. . . . . . 
et — qui devraient encore avoir mêmes racines ; la surface serait donc 


du premier genre, et nous savons que les seules surfaces enveloppes 
de spheres du premier genre sont des surfaces de révolution. 
2° Le cone (S,C) n’est pas tangent au cercle T aux deux points c, 


et c,. Il faut alors que A — o admette les deux autres racines du 


polynôme {+ +4, lesquelles correspondent toujours aux deux 
points c, et c, ; il faut donc que la droite KK’ soit confondue avec c,c,, 
et par suite soit rejetée à l'infini. La surface ne peut donc être engen- 
drée que par un cercle parallèle à un plan fixe, et l’on retrouve ainsi 
les surfaces minima à génératrices circulaires étudiées par Riemann. 
La surface minima de révolution rentre dans cette catégorie. 

Le résultat que nous venons de démontrer est une conséquence 
immédiate d'un théorème dû à M. Schwarz : 


Si une surface minima est enveloppée par une série de cônes du second 
degré, ces cônes sont homocycliques (Journal de Crelle, t. 80). 


Par suite, si deux cônes infiniment voisins se coupent suivant une 
conique, cette conique est un cercle et son plan a une direction 
constante. 


TROISIÈME PARTIE. 


Les surfaces que nous étudions ne présentent pas, en général, de 
propriétés métriques beaucoup plus simples que celles des surfaces à 
génératrice conique quelconque ; cependant, ces propriétés peuvent 
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se simplifier dans certains cas particuliers, comme nous allons le 
montrer. 


Recherche des trajectoires orthogonales des coniques génératrices. 


Les equations de la surface &tant prises sous la forme 


ny 


(1) TE X + wp 


avec des axes de coordonnées rectangulaires, l'équation différentielle 
des courbes en question est 


Oy ,,, 05 4. 
du ud Fou = O 
ou bien 
, ON 
(2) (2+ 2+ ny Se — = (4 mit hat ln), 


en posant, comme plus haut, 


On; ON 
EN GT On 


Appelons A le coefficient de SE = et B le second membre de l’equa- 


tion (2). Le polynöme A, du quatrième degré par rapport à u, admet 
comme racines les valeurs de u correspondant aux points de ren- 
contre a, (1 == 1,2, 3,4) de la conique avec ses directrices. 

B est un polynôme du sixième degré dont les racines se rapportent, 


‚ ON 
soit aux points K et K’si elles appartiennent à —; soit aux points c; 


(i= 1, 2,3, 4) de la conique pour lesquels la génératrice du cône est 
normale à la conique ; ces derniers points s’obtiennent par la Géomé- 
trie, en projetant orthogonalement le sommet du cône sur le plan de la 
conique et menant du point ainsi obtenu les normales à la conique. 

B est nul identiquement, sı ces derniers points sont indéterminés, 
ce qui a lieu seulement pour les enveloppes de sphères. 
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L’equation (2) se simplifiera si les polynômes.A et B ont des ra- 
cines communes, ce qui ne peut avoir lieu que dans les deux cas 
suivants : 


1° La caractéristique du plan de la conique variable est une directrice 
de cette conique ; 

2° Le sommet du cône se projette orthogonalement sur le plan de la 
conique en un foyer de cette courbe. 


Dans ces deux cas, les degrés des polynömes A et B s’abaissent de 
deux unités. Si les deux conditions se trouvent remplies simultané- 
ment, l’equation se réduit à une équation de Riccati, et les coniques 
génératrices de la surface sont partagées homographiquement par leurs 
trajectoires orthogonales. Nous reviendrons, dans un instant, sur ce 
cas intéressant. 

Nous sommes amenés ainsi à étudier la surface engendrée par une 
conique variable, avec cône circonscrit, le sommet du cône se proje- 
tant orthogonalement en un foyer de la conique. Imaginons ( fig. 6) un 


Fig. 6. 





systeme d’axes rectangulaires variables composé de l’axe focal Fa’ de 
la conique, de la perpendiculaire Fy’ à cet axe dans le plan de la co- 
nique et de la normale Fs’ au plan de la conique menée par le foyer. 
Appelons abc, a,b,c,, a,b,c, les cosinus directeurs de ces axes mo- 
biles par rapport à des axes fixes rectangulaires. Soient &,, Yo, 59 les 
coordonnées du foyer; s l’arc de sa trajectoire pris comme variable 
pour fixer la position de la conique; «, 5, y les cosinus directeurs de la 
tangente à cette courbe relativement aux axes mobiles. Nous détermi- 
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nerons un point M sur chaque conique au moyen de l’angle polaire 6 
que fait le rayon vecteur de ce point avec Fz’. Les coordonnées de ce 
point sont 


ef 22 ip sing à 
1-:-ecos9 : 1-- ecosH . 


p désignant le paramètre et e l’excentricite de la conique. Il faut en- 
core adjoindre a ces formules celles qui permettent de passer des axes 
mobiles aux axes fixes, etinversement. 

On en deduit pour les parametres directeurs des tangentes aux 


courbes s — const. et 9 = const., par rapport aux axes mobiles, les 
quantités suivantes 


Fy’ F3' 


! 


. / 
ÿ const. | «4 2 — wy! | B+ oy 





ds js wa | ya +uy 
s = const our | or | 9 
= const 06 | 03 | 
en posant 


da, db, de, 
ra tb FC 
da db de 
wean TU A Ge 


L’équation du plan tangent à la surface ainsi engendrée, en un point 
de coordonnées (s4), par rapport aux axes mobiles peut alors s écrire 


[æ'ie + cos9) = y'sinÿ -- p][y(ı + ecos6) -- sp cos9 - up sin6] 


dp dp de . . | 
-— off _L _ > — — .. - N Gi -@ 
= #1 7 -eoss(e iy P 5) +0 ecos@)(xe+ acos6é- B sin 9) wpesin6 |. 


Si l'on écrit que ce plan va passer par un même point (x’y’z’), quel 
que soit 9, on obtient, pour déterminer les coordonnées de ce point, cing 
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équations : 
z'(ye--vp)- upy'= es". 


upz' = (ye—vp)y —=Bßes', 
! ! dp de 
(ee'—-p)(ye -sp)ryr - [zte+n.+e2 —p AC 


up(ex' p)+yy' -=(B--wpe)s', 


a 


! d ! 
(ex! - p) + upy (B+ me) . 


En: écrivant que ces cinq équations à trois inconnues ont une solu- 
tion, on obtiendrait deux relations entre les données, et cela pourrait 
conduire à une méthode cinématique pour l'étude des surfaces en 
question. 

Revenons au cas particulier qui nous intéresse; le sommet du cône 
est sur F3. 

Posons donc 


Il vient 


el 
p_dp_ er _1d 
6° d u vds 

La trajectoire du foyer est donc normale au plan de la conique. Si 
l'on appelle w et w la courbure et la torsion de cette courbe, e l’angle 
de sa normale principale avec l'axe focal de la conique, on montre ai- 


sément que l'on a 
Ur.  " SINE, 


(= mCOSE, 
y w+ de 
WwW = — --. 

ds 


Les conditions restantes deviennent alors 


(3) _p_dp _ de I =( 7) e 


= — = - - —— ee G) — --- toro ete 
Ô ds ds wm COSE ds / 4) sine 


On peut choisir arbitrairement la trajectoire du foyer (w et w) et 
l'angle e de l’axe focal avec la normale principale à cette courbe: les 
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Per de de 
(4) - = cole(wds — de), dp =- _ 

e G) COSE 


determineront la grandeur de la conique dans chacune de ses positions; 
cela n’exige que des quadratures. On voit de plus que, la trajectoire du 


fover étant une courbe arbitrairement choisie, les trois quantités , 
de de . x . . 

7,’ © — 7, sont nulles en même temps; le cône circonserit est alors 
un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au plan de la 
conique, le paramètre et l’excentricité sont constants, c'est-à-dire que 
la conique est de grandeur constante; enfin, l’axe focal de la conique 
engendre une développable. L’une quelconque de ces conditions géo- 
métriques entraine les autres. 

Si les conditions (4) sont remplies, le plan de la conique restant 
normal à la trajectoire d'un foyer, les degrés des polynömes A et B s’a- 
baissent de deux unités dans léquation (2); cette équation se réduira à 
une équation de Riccati si, de plus, la droite polaire de la trajectoire C 
du foyer est la directrice correspondant au second foyer de la conique. 
Cela exige d’abord e = o ct, par suite, 


(5) W 0, de: wdp. 


Si Von écrit encore que le centre de courbure de C (qui est plane) 
est au pied de la seconde directrice, on trouve 


(6) wp(1-e?) =e(1— e*). 
La comparaison avec (5) suivie d’une intégration donne 
(7) pe:=lı—e®), 


/ désignant une constante arbitraire. Cette relation indique que la dis- 
tance focale de la conique est constante et égale à 2/. On pourra choisir 
arbitrairement la trajectoire plane d’un foyer; la trajectoire de l’autre 
est alors une courbe parallèle à la première dans son plan; la distance 
focale étant égale à 2/, le paramètre et l’excentricité de la conique 
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sont fournis par les formules 


lo l f(1 — e?) 
— PT e 


r—ly p—U e 


(8) e?— 





Nous allons reprendre cette recherche des trajectoires orthogonales 
et montrer que l'existence d'un cône circonscrit le long de chaque 
conique ne simplifie pas, en général, l'équation différentielle dont de- 
pendent ces courbes. Si l'on se reporte aux équations d'une surface 
engendrée par une conique qui se déplace d’une façon quelconque, on 
trouve pour l'équation en question 


a4 
| PT (1+ e?4- 2e cosd) - (t+ ecos9)?( - asin’ + Bcos9-- Be + wp) 
(9) : “d 
4-eS] ap _.- de — 
| esing | (1 + ecos#) peoss | — 0. 
Cette équation est indépendante de vet ¢, et, si l’on suppose qu'il 
existe un cône circonscrit, les deux conditions que l’on obtient ren- 
fermant ces mêmes quantités, le nombre des fonctions arbitraires qui 
figurent dans (9) ne se trouve pas diminué. 
Effectuons le changement de variable 


(10) ds — dsyı -- 7%. 


L’équation (9) est remplacée par 


| pdÿ(i+et--2ecos0)+{(1-+-e cos§)? | sin(s--8)+esine -- Fr 1 de 


en] | Vip 
| -- esind[dp(ı +-ecos9) -p cos de] - 0, 


où l’on a posé 





a . 
COSE - m SINE — 


Cette équation nouvelle peut être envisagée comme l’équation des 
trajectoires orthogonales d'une conique qui se déplace dans son plan, 
pet e désignant son paramètre et son excentricité, o l’arc de la tra- 
jectoire F d’un foyer de cette conique et & l'angle de l’axe focal de cette 
conique avec la tangente à I’. La vitesse angulaire du système des 
axes de la conique par rapport aux axes fixes est à chaque instant 
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égale à -——=—. Si l’on introduit dans cette équation la fonction in- 


connue r = ‚ elle prend la forme suivante : 


14-ecosd 





(11°) sin 6 dr -:- pd --  sin(: 9) -b Pe sine | do ==0. 
Vi 

Nous voyons ainsi que l’on peut toujours ramener la recherche des 
trajectoires orthogonales d’une famille quelconque de coniques dans 
l’espace à une recherche semblable pour un système de coniques dans 
un plan. Toutefois, nous avons supposé, au début, le foyer de la co- 
nique variable, puisque nous avons pris comme variable indépendante 
l’arc de sa trajectoire; puis, lors du changement de variable (10), 
nous avons supposé 1 — y? non nul, c’est-à-dire le plan de la conique 
non normal à la courbe décrite par le foyer. 

Dans le premier cas, si l’on prend une variable indépendante quel- 
conque 2, l’équation des trajectoires orthogonales devient 
pa5(t + e*4- 2ec0s9) + wp(1 + ecosd)?dt 


(12) 


| — esind[dp(1-+ecosd)--pcos0de]= o, 


en posant, cette fais, 
de 


da 
vita, - tb — He, —: 
ı dt In on 


Dans le second cas, si l’on appelle & la torsion de la courbe décrite 
par le foyer, e l’angle de l'axe focal de la conique avec la normale 
principale à cette courbe, on obtient 


3) pdÿ(i+e?- 2e cos9) -:- p(de — wds)(1 + ecos6)? 
ui + esin6[dp(1+ ecosd) — pcosôde] =o. 
Ces équations (12) et (13) deviennent identiques si l’on prend 

de : wds - dl, 


et conviennent également toutes deux aux trajectoires orthogonales 
d’une famille de coniques ayant un plan fixe et un foyer fixe. La 
dernière peut encore se mettre sous l’une quelconque des deux formes 
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suivantes : 


(14) [r(e® —ı)+2ap]Jdr +p [>= de — dp | + presind(de -- wds) — 0, 


p(d9 + de — wds) + esin9dr =o. 


Les trajectoires orthogonales d’un système de coniques ayant un 
foyer fixe dans un plan fixe s’obtiennent aisément dans un certain 
nombre de cas simples, par exemple lorsque le systeme se compose de 
cercles concentriques, de paraboles homofocales, de coniques homo- 
focales, etc. Nous allons retrouver ces cas simples pour les systèmes 
correspondants de l’espace au moyen des équations (14). D'abord, 
leur forme est indépendante de la courbure de la trajectoire C du foyer 
dans l’espace, et elles ne sont pas modifiées si l’on augmente e d’une 
quantité constante. Appelons & les différentes surfaces réglées engen- 
drées par les normales à C et découpant sur la surface proposée les 
trajectoires orthogonales de ses coniques; soit S la surface gauche 
engendrée par l'axe focal de la conique : si l’on augmente e d’une quan- 
tité constante, c’est-à-dire si l’on fait tourner les génératrices de S d’un 
même angle autour de C, la fonction 9 ne sera pas modifiée et les nou- 
velles surfaces & ne seront autres que les anciennes dont les généra- 
trices auront suivi le mouvement de rotation des génératrices de S. Dans 
le plan, cela reviendrait à supposer que l’on a fait tourner toutes les 
coniques d’un même angle autour du foyer commun : toutes les tra- 
jectoires orthogonales auront ainsi tourné du même angle. 

Plus généralement, si Fon suppose que de — wds conserve la même 
valeur, l'équation à intégrer ne change pas. 

Si de — wds == 0, c'est-à-dire si l'axe focal de la conique engendre 
une développable (ou s’il a une position fixe dans le plan), la première 
équation (14) devient 


(19) [r(e*—1) +opledr + p[(p -r)de-- edp]:.-o. 


Si e est constant, c'est-à-dire si les coniques restent semblables à 
elles-mêmes, cette équation s'intègre immédiatement; son intégrale est 


[pa r(e—n]e'Lp — r(e + 1)]**! = const. 
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En particulier, si e = 1 (paraboles homofocales dans le plan), cette 
intégrale se réduit à 

roi 

2 


-I- const. 


et donne une construction géométrique des trajectoires cherchées. 

Si les deux polynömes du premier degré par rapport à r qui figurent 
dans l’équation (15) sont divisibles l’un par l’autre, c’est-à-dire si p 
et e sont liés par la relation 


de _pde—edp 

eT 2p 
qui admet pour intégrale 

pe =: (1 —e?), 


/ désignant une constante arbitraire, cette équation (15) se réduit à 


dr = — iS, 
dont l'intégrale est 


l 
r= "+ const. 


La surface correspondante est engendrée par une conique dont le 
plan est normal à la trajectoire d’un foyer et dont l'axe focal admet 
une enveloppe; de plus, la distance focale de cette conique est con- 
stante (coniques homofocales dans le plan). C’est ce qui a lieu pour 
les surfaces particulières que nous avons rencontrées plus haut et 
dont les génératrices coniques sont partagées homographiquement par 
leurs conjuguées. 

Enfin, si la conique variable est un cercle de rayon r, la seconde 
équation (14) se ramène à 


d(9 --E)-- wds:-:o. 


Les surfaces Z sont alors les développables engendrées par les nor- 
males à C; les coniques correspondant aux génératrices de la surface 
dans le plan sont des cercles de centre fixe. 
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Remarque. — La méthode cinématique que nous venons d’indiquer 
peut s’appliquer encore en prenant comme variable l’arc de la courbe 
décrite par le centre de la conique; on retrouve ainsi tres facilement, 
et par des calculs quelquefois plus simples, les résultats que nous ve- 
nons de démontrer sur les trajectoires orthogonales des coniques. 

On verifie tres aisement aussi de cette facon que, si la surface est 
engendrée par des cercles, c’est une enveloppe de spheres ou bien le 
plan du cercle a une direction constante. Si la conique de contact est 
une section principale du cöne circonscrit sans étre un cercle, elle 
reste semblable à elle-même dans son déplacement, et l'axe de ro- 
tation du trièdre des axes formé par les axes de la conique et la per- 
pendiculaire à leur plan se trouve dans le plan de cette conique ; etc. 


Élément linéaire. 


Si nous reprenons les formules générales 


el si nous posons 


2 1. n2 
Riz X)P-- (y — VY)? + (3 —4)* MENU na, 





nous trouvons facilement pour l’expression du carré de l’el&ment li- 
néaire de la surface générale 


AR? f ON* À ON OR dx '\° dy\? /ds\? 
2 — __ __ — ul —_ _ 2 
as = Ni ak TEN OK Op ah dy + (oe) | (ar) (as) |e 
Lorsque la surface est une enveloppe de sphères, à est indépendant 


de uw, et, en tenant compte de l'identité 


On: On, Ons a4, ON 
ny de + Na du + Ns du — RIN du 


il vient 


N? cls? - er (G,) dis -|( Se) - (5) _ (Oe) — A2 5) er. 
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La quantité placée entre crochets peut s’ecrire 
AL (Pape - gi} + (pat + ga) + (pad + gs) — R(Py - QT, 
et, en vertu de l'identité 


nn? ni— RN? 0, 
elle se réduit à une fonction de A: on a alors 


N2 ds? 2 ON , 2 4 2 _; 2 2 2()2 2 
à st AR vn) di? -- 4(q? + + 3 —-R Q )du?. 

Cette forme conduit à une remarque interessante : le coefficient de 
du” étant indépendant de wu, le systeme des lignes de courbure de la 


» a a . . ON . 
surface sera en même temps un système isotherme si ~~, qui est la 
seule fonction de u figurant au second membre, est de la forme 


JU) x o(u). 


ON 
Mais alors ji a Ses racines u constantes, et les cercles passent par 


deux points fixes ainsi que les sphères enveloppees. On a donc le théo- 
reme suivant déjà démontré par M. Demartres (Annales de l’ Ecole nor- 
male, 3° série, t. II) : 


Les seules surfaces enveloppes de sphères pour lesquelles les lignes de 
courbure forment un système isotherme sont celles pour lesquelles les sphères 
passent par deux points fixes. 


Ce sont aussi les surfaces inverses de cônes. 

L'expression trouvée plus haut se simplifie également pour les sur- 
faces enveloppes de cônes de révolution et non enveloppes de sphères. 
Mais un calcul direct permet de l’écrire 


. \ à ° 2 
ds? (0 COS9 -:- pu ) sim? V| Ads :-" sin o da] + sin’ V( COS -ı- A ) (pds - do). 


\ / \ 


en posant 


j AV du 
A = Gy" cot V COS? 9 -4- | 31) cot V \ Cu) 


à adv Y av 
ds ds 


) cose + a couv (9 = TE 


== © -+- 6 COLV sing. 
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Cette forme est peu interessante par elle-même; mais, si l’on re- 
marque que la seconde partie représente le carré de la differen- 
tielle de Farc des conjuguées des coniques (à un facteur pres), on 
voit que les trajectoires orthogonales de ces conjuguées sont fournies 
par l’équation 

dV dw ; ME BV. 


» sine À 6° cot V cos? o + (3% cotV ds ds ) cos ¢ + 2 cot V | ds Aa =? 


7 


Cette dernière, où l’on prend cosy comme inconnue, est une équa- 
tion de Riccati. Il n’en résulte pas cependant que les coniques de la 
surface soient partagées homographiquement par les trajectoires ortho- 
gonales des conjuguées, car leurs coordonnées ne s'expriment pas ra- 
tionnellement au moyen de cos®. On remarquera encore que l'équa- 
tion à intégrer ne dépend pas de la torsion de la courbe décrite par le 
sommet du cône. 


u — - --- 
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POUR INTEGRER 


UNE SEULE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES 
A UNE FONCTION INCONNUE 


DONT LES DÉRIVÉES Y ENTRENT LINÉAIREMENT, AU CAS D'UN SYSTÈME PASSIF 
D'ÉQUATIONS DE CETTE SORTE EN NOMBRE QUELCONQUE, 


Par M. Cu. MÉRAY, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE DIJON. 


{. La solution, maintenant classique, donnée par Jacobi au pro- 
bleme de l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre et linéaire, est extrêmement remarquable parce qu’elle 
semble marquer d’un premier jalon la route à suivre pour venir à bout 
du problème si ardu et si important de la recherche des intégrales 
d’un systeme quelconque d'équations différentielles : ramener ce sys- 
ieme à la forme linéaire (ce qui est facile), puts faire dépendre son inte- 
gration de celle d'un système auxiliaire dont les intégrales contiennent 
comme elements d’indetermination, non plus des fonetions, mais de sim- 
ples constantes arbitraires. A ce titre, aucune extension de la méthode 
de Jacobi n’est dépourvue d'intérêt, si limitée d’ailleurs qu’elle soit. 
Je vais en indiquer une des plus naturelles et profiter de l'occasion 
pour améliorer en plusieurs points la démonstration en usage. 

Je commencerai par l’exposition sommaire de certaines considéra- 
tions générales, qui sont indispensables pour traiter la question et 
même pour la poser convenablement. 


2. Pour exprimer qu'à partir de tout systeme de valeurs particu- 
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laquelle la réduit l'attribution à ses variables principales de leurs valeurs 
dans la suite (1), les formules ultimes fournissent tous les éléments com- 
plémentaires qui sont nécessaires à la reconstruction par la formule de 
Taylor, des développements des intégrales considérées en séries entières 
par rapport aux différences © — xy, Y — Yo, +... 

Il résulte de cette observation qu'on abtiendra les seules fonctions 
pouvant être des intégrales ordinaires, en sommant toutes les séries con- 
vergentes que peuvent ainsi fournir les formules ultimes, quand on adopte 
pour déterminations initiales hypothétiques des fonctions inconnues, tous 
les systèmes imaginables de fonctions de leurs divers groupes de va- 
riables paramétriques [à condition, bien entendu, que ces dernières 
fonctions soient olotropes, que leurs valeurs initiales et celles de leurs 
dérivées premières tombent avec les quantités (1) en dedans des limites 
où les composantes des seconds membres des équations différentielles 
proposées sont toutes olotropes |. 


7. Dans cette recherche des intégrales ordinaires, il faut encore dis- 
tinguer deux cas bien différents : 


I. {ly a des dérivées principales des fonctions inconnues, pour cha- 
cune desquelles les formules ultimes donnent plusieurs expressions en fonc- 
tions composées à composantes distinctes, des variables indépendantes, des 
fonctions inconnues et de leurs dérivées parametriques. 


Ce cas ne peut se présenter que si quelque fonction inconnue offre 
plus d’une variable principale. Quand on s'y trouve, la coincidence 
numérique indispensable entre les valeurs initiales fournies par les 
formules ultimes, pour une même dérivée principale de cette espèce, 
est essentiellement subordonnée à la possibilité de choisir les détermi- 
nations initiales de manière à l’assurer. Cette possibilité n'existe pas 
toujours non plus que les intégrales; à cause de leur existence contin- 
gente analogue à celle des intégrales singulières, je leur ai donné le 
nom d'intégrales exceptionnelles. 


Il. Au contraire, les formules ultimes fournissent toujours, pour une de- 
rivée principale quelconque, soit une seule expression, soit plusieurs qui 
sont identiques les unes aux autres. 


La coincidence numérique mentionnée ci-dessus est alors assurée, 
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M. Riquier ( Annales scientifiques de l’École Normale supérieure, 3° serie, 
t. VI et VII; 1889 et 1890); celles que je vais encore énoncer le seront 
bientôt dans l’Ouvrage en préparation dont ces deux Mémoires ont été 
extraits. 

Les systèmes immédiats se partagent en deux grandes classes, selon 
la qualification des variables indépendantes relativement aux fonctions 
inconnues. 

La première contient les systèmes d'équations différentielles totales, 
pour chaque fonction inconnue desquels toutes les variables sont prin- 
cipales. 

En appelant g le nombre des fonctions inconnues u, v, ...; h celui 
des variables indépendantes x, y, ...; et Uz, U,, ..., Vas Vy, ..., gh 
composantes données à À + g places, un pareil système est de la forme 


: du . dv 
dx = U(r,r,...,u, Pic..)s 7 = Ver, Is V,..-); ...; , 
2) «4 d 7 dy 7 
(2) | i == U,cr, Y, 9 8, 0, ), a = V,(zx, 7, „u,v, )» , 


Les seconds membres ne contiennent aucune dérivée: les détermi- 


nations initiales des intégrales se réduisent aux simples constantes qui 


hth — u 
aaa) conditions de passi- 


constituent leurs valeurs initiales. Il ya g — 


vité dont le type est 


du, AU, ds _ dE, dU,, du, _ du 
Tt dia Ur Ge te + Qu Ua Get (= day) 








quelles que soient x, y, ..., u, v, ..., considérées un instant comme 
hk + g variables, toutes indépendantes les unes des autres. 

La deuxième classe contient tous les systèmes dans lesquels une va- 
riable au moins est paramétrique pour quelque fonction inconnue; 
on peut les appeler des systèmes d'équations différentielles partielles. 
Elle comprend notamment toutes les équations dites aux dérivées par- 
tielles. 

La variété sans limite des systèmes de cette sorte en rend impos- 
sible toute notation précise. Leurs propriétés générales ne sont encore 
qu’entrevues. On considere leur integration comme achevée quand on 


é 
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l’a ramenée à celle d’un systeme auxiliaire d’equations différentielles 
totales. C’est précisément une réduction de ce genre que nous allons 
exécuter. 


12. Nous aurons à nous appuyer sur ces diverses propositions gé- 
nérales concernant le système (2). 


I. Quand il est passif, toutes ses intégrales ordinaires sont contenues 
dans des intégrales générales 


u-=u(z,¥,....€,, Cy, ..., Ce), 
(3) u__p(r,ÿ,..., Cis Cy, ..., Cg), 


ee 0 ee © & © & © © © ee © @ oe 


formules où v, 9, ... sont g certaines fonctions olotropes de x, y, ... et 
de g nouvelles variables (ou constantes arbitraires) C,, C.,..., C,, dont 
le déterminant différentiel par rapport a C,, C,, ..., C, (déterminant 
des g* dérivées premières de ces g fonctions prises par rapport à ces g va- 
riables) est essentiellement different de o. 


Il. La resolution des formules (3) par rapport aux constantes arbi- 
traires donne les g équations 


Cy a Py (ary y, ...,u,e,...), 
Ones Ak @ 2 So Oe 2...) 


Ce Ty (2, y, ...,U, 0, 2...) 


dans lesquelles, en considérant un instant x, y, ..., U, v, ... comme 
h + g variables indépendantes, les g fonctions T,, ..., I’, sont olotropes 


et ont, par rapport aux g variables u, v, ..., un déterminant différentiel 
non identiquement nul. 


III. Chacune de ces fonctions T satisfait au systeme de À équations 
différentielles partielles 


Na to 
4 dv dT 
(4) ax + U +- +. 0, 
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13. Nous aurons encore besoin du théorème suivant, emprunté à 
une autre théorie : 


Si les n(n—ı)...(h— m) 


determinants differentiels des m + fonctions 
1.2...(m +1) 


Fi (ii te, da) 
Ja (lis ts, ones tn), 


mi, ty, .... tn), 
f QT be, a) la): 


pris par rapport a toutes les combinaisons m +1 à m+1 des n(>m) 


variables indépendantes t,, ty, ..., t, sont tous identiquement nuls et si, 


m(n—1)...(n—m— 


: 1) y: “aps ; 
parmi les déterminants différentiels des m pre- 


1.3... 
mieres pris par rapport aux diverses combinaisons m à m des mêmes ra- 
riables, il s'en trouve au moins un qui ne l’est pas, la dernière fonction f 
se réduit a quelque fonction composée des m premières. 


14. Nous pouvons maintenant aborder le probleme à résoudre : 


Trouver toutes les intégrales ordinaires d’un système immédiat passif 
de p équations différentielles 


du du du 
— = — Ay + A ae +... A 
| du, 1 el du, du, 
(2) É users uses verres... , 
du du du 
—— = ---A,,+A + +A,, 
| da, p,0 P,i l P;,4 duy 


a une seule fonction inconnue u des p variables principales x,, X, ..., 
Xp, et des q variables parametriques u,, u,, ..., Ug, loules ces équations 
etant essentiellement supposées linéaires par rapport aux derivees de u, et, 
par suite, ..., Ami, ... désignant certaines fonctions composées don- 
NEES, coos Ain ils Lay ee es Ep yy Users gy UL), 00. dE Ly, Lay ses à 


P 
Uy, Uy, ce. Uy, u Seulement. 


I. Nous avons d’abord à former les conditions de passivité du svs- 
teme (5). 
La differentiation par rapport à x, de la m“® équation donne une 
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| du 
première expression primitive de la dérivée complexe seconde „_— > 
Im n 
savoir 
i=q 
atu AA m,o D dAm ; du 
AL mn tn dx, dr, du; 


i=1 











i=q 
AA no dam; du a +¥ au 
__ . . A 


mi dui dr, de, 


du + du du; 


i=1 i=t 
En v substituant à —— zu le second membre de la ni*”® équation (5) 


tar I, 2, - celui de la même équation différentiée par rapport à 








d'u dAn Cd, du 
dujdr, du; + du; du; 
ji 
i=q9 j=q 
AN + dA,,; du d'u 
(- du +2 du du, er +) Ani Gu, da, du; du; 
\ j=! jot 


on obtient une premiere expression ultime [m, n | de la même dérivée 
complexe seconde. 

On trouve ainsi (en modifiant tres légèrement la notation des in- 
dices courants) 


7 
dAm.o +A, „Am. __ > In ‚An 





[um n]=— 





dx} " du du; 
i=1 

i=q iq . 

+ > dA»h,; __ A dA mj + > A GAnj _ AXn.o __ | | AN n.o du 
dr, du CE dus IT du "tT da | du; 

pot \ ii 

I=qj= i=qI=4q 
+. D y Ans! An,j) du du +Y D AGA d'u 

du du; du, mtd du; du; 
i=1j= ra j=1 


Si maintenant on permute m, n dans cette formule, on obtient une 
du 


deuxième et dernière expression ultime possible [n,m] de — —;-: 
“mn a“ a 


et la relation 


(6) [m,n]—[n, m], 


quelles que soient x,, ..., Lp, Uy, ..., Ug, u et les dérivées parame- 


EXTENSION DE LA METHODE DE JACOBI, ETC. 227 


du du 
triques premières et s au, 1 S ces aS 
ques | t secondes — du du?’ duidu; (toutes ces quantites 


etant considerees comme autant de variables independantes les unes 
des autres) fournit le type des conditions de passivite du systeme (5). 
Pour les écrire toutes, il suffit de substituer successivement à m, n 
toutes les combinaisons deux à deux des entiers 1, 2, ..., p. 

Comme les dérivées paramétriques entrent d'une manière entière 
dans les deux membres de la condition générale (6), on les décompo- 
sera en d’autres interessant des fonctions de &,, ..., Lpy Uys ..., Ugs U 
seulement, en égalant dans les deux membres les coefficients des 
termes qui sont semblables relativement à ces dérivées. Si l’on néglige 
celles de ces nouvelles conditions qui sont satisfaites d’elles-memes 
et si l’on écrit convenablement les autres apres la suppression des 
termes qui s’y détruisent, il reste définitivement les conditions 


l=q 
d'A  d\,, 
m.J + IA, — RS 


— —— — } N 
dr, du dx amd du 7” 
i=0 i=0 


(7) — 





quelles que soient 2,, ..., Lp, u,,...,u,, lt. 


q? 
9 . . d a e . 
Dans chacune d'elles, il faut lire ==> partout où le jeu des notations 
ss +. d 
conduit à écrire ——- Il faut ensuite, pour les former toutes, prendre 
0 


successivement pour J les nombres o, 1, 2, ..., g, puis pour m, n 
toutes les combinaisons deux à deux des entiers 1, 2, ..., p. Leur 


nombre total est ainsi égal à (g +1) £ (P= PAP =") et nous les supposons toutes 
satisfaites. 


Il. L'intégrale particulière du systeme (5) qui, pour x, = x, 


0 > Ty = x, » a pour détermination initiale 
u + O( Uy, Ug, . 2 Ug)s 


uw) designant une constante arbitraire et z(u,,...,u,) une fonction olo- 
trope des variables parametriques s'annulant quand celles-ci prennent 
leurs valeurs initiales u), ..., up’, est de la forme 


(8) Isla y Lips Uys Ugy oe oy Ugs ul), 
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où v est une fonction olotrope de x,, ...,x,, u,,..., Ug, et ul”, dont la 
dérivée, par rapport à cette dernière constante arbitraire est essentielle- 
ment différente de o. 


Pour abréger, je supprime la démonstration de cette proposition 
qui se fait exactement comme celle du théorème analogue mentionné 
ci-dessus (n° 12, 1). 

On en conclut immédiatement que l'expression de wu’, tirée de cette 
relation, est une fonction olotrope de x,, .….,æ,,u,,...,u,, u, dont la 
dérivée par rapport à u ne peut s’évanouir, et qu’ainsi toute intégrale 
ordinaire u du systeme (5) est fournie par la resolution d'une équation de 


la forme 
Pry, ey Ly Uy eee y Ugy U) SU, 


c'est-a dire obtenue en égalant a une constante arbitraire quelque fonc- 
Hon olotrope de & ir...» Xp, u,, ..., Ug, U, dont la dérivée par rapport a u 
ne sévanou pas et jouissant de la proprieté de fournir des intégrales 
pour toutes valeurs attribuces au, 

I]. Toute fonction telle que T(x,,...‚ Lpy tys see) Ug, u) satisfait au 
système d equations différentielles partielles, aux variables principales 
Lys ces Tps aux variables parametriques u, u, ...,u,, 


dE = 4 adv dr + 4 av 
| dr, du du, LT di 
(4) fosses ee ee eee teen eee eee eee eee ; 
AU AT al AT 
der, Po Ir + Ah. du, ++ Ang du, 


lineaire comme le proposé (5), mais en outre homogene et dont les coeffi- 
tents 2. Anis -.. ne renferment pas la nouvelle fonction inconnueT. 


Soient 24, ..., Sp) 2, #1, +... By des valeurs particulières de x,, ..., 2p, 
Uy Uy. ..., 4, pour lesquelles on veut constater que les équations (9) 
sont satisfaites, et considérons celle des fonctions u de x,, ..., Lp, 
Uy, ..., U, fournies par la résolution de l'équation 


Fr, - so Ups U, oo eg Ugs u) = T(E,, oe eg E,, 81 oe eg Say #), 


qui se réduit à # pour mn = ms Uj = 8j. 
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Cette fonction satisfaisant au systeme (5), comme nous l'avons vu 
dans l'alinéa Il, et la différentiation de l'équation précédente donnant 


aT AT 

no du dig tut, 
dry ar du; ar 
du du 


elle satisfait aussi aux équations (9), pourvu qu'on y considère u, non 
pas comme une nouvelle variable indépendante, mais bien toujours 
comme une fonction de æ,,...,2,, Uy, ..., Uy. Cela posé, si, dans les 
équations (9) envisagées de cette manière, on fait 2, = Im, Uj == 8s 
u prend la valeur 8. Ces mêmes équations subsistent donc encore pour 
les valeurs quelconques £,, ...,4,, #,,..., My 2 des quantités æ,, .... 
Lp, U, .... U, quand on les considère comme les p + q + ı variables 
indépendantes de la fonction T. 

II est évident d'ailleurs que T est une intégrale ordinaire du sys- 
teme (9); car, u étant une intégrale de cette espèce pour le système (>), 
les coefficients ..., A,,,... sont tous olotropes pour les valeurs corres- 
pondantes de æ,,...,æ,, ls... u, et deu, lesquelles sont indépen- 
dantes les unes des autres à cause de la relation (8) et de l'indétermi- 
nation absolue de u”. 


IV. Réciproquement, toute intégrale ordinaire Y du systeme (9), dont 
la dérivée par rapport à u nest pas identiquement nulle, fournit, quand 
on l'égale a une constante arbitraire u‘”, une equation dont la racine u 
est, quel que soit u”, une intégrale ordinaire du systeme proposé (5). 

C'est ce que rendent évident la division des équations (9) par — at 
et la prise en considération des formules (10). 

Ainsi donc, pour obtenir toutes les integrales ordınaires du systeme 
proposé (5), il suffit de résoudre par rapport a u les équations formées en 
egalant à des constantes arbitraires toutes les intégrales ordinaires du 
systeme (9), dont les dérivées par rapport a u ne sont pas identiquement 
nulles. 


V. Le système (9) est passif. 

Il est évident, en effet, que ses conditions de passivite, formées 
comme dans l'alinéa I pour le systeme (5), se résolvent exactement dans 
les conditions (7) que nous supposons essentiellement satisfaites. 
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VI. En considerant maintenant u, u,, ..., u, comme q +1 fonctions 


des p variables indépendantes x,, ..., Lp, le systeme des équations diffé- 
rentielles totales 


du A, du, —_ A, du, __ A, 

dx, ae dr, a ? dx, ” 
(1 1) ‘ 08 + ee ee € 9 ee + + 8 + © @ + 9 9 +. 8 8 9 8 0 8 + © © + 9 

du A du, \ du, 

7 0 — — Ap 7. — 

dx, PO dır, pe” ? dx, PT 


est passif. 


Car la condition exprimant que Ics deux expressions ultimes de 

d? Uy 
lay, da, 
u,, est précisément celle des conditions de passivité (7) qui a été écrite 
en evidence (11). 


sont égales entre elles, quelles que soient a,,...,a,; u,u,,.. 


°9 


VII. Les fonctions T, (a ,, «64 Lips ly Uy, oop Ug)y Tor eee F4, obtenues 
en résolvant, par rapport à leurs q + 1 constantes arbitratres, les formules 
qui donnent les intégrales générales du système (11), constituent autant 
d'intégrales ordinaires du système (9), dont le déterminant differentiel, 
par rapport au, u,,...,u, Nest pas identiquement nul. 


Ces deux points sont de simples conséquences particulières des pro- 
positions générales énoncées ci-dessus(n° 12, IF, IH) sur les systèmes 
d'équations différentielles totales. 


VII. Toute intégrale ordinaire T du systeme (9) se réduit a quelque 
fonction composée des fonctions T,, V,,..., Tyas: 


Les g + 2 équations linéaires coexistant entre les g + 2 quantités 
1, — A0... — A,,, dont la première n’est pas nulle, 








' aT, AT, AT, — 
de, de ee 0 
(12) Ty Ag, ag 
dr, du °° " nn du, 77° 
av av, aT 
dz, du du, 4 0 
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entrainent immédiatement l'identité 





pt «| 
du dig dr, 
| Aou oe dY,+: Mor =O, 
du du, ax, | 
dr ara 
du | du, dr, 


ct l'on prouve de la même manière que les autres déterminants diffé- 
rentiels des fonctions F,, T., ..., Ty,,, T pris par rapport à toutes les 
combinaisons de leurs g + ı variables u,u,, ..., Ug, avec soit æ,, soit 
Lys ..., SOit X, sont tous identiquement nuls. Comme, en vertu des 
groupes de relations linéaires analogues à (12), chacun des autres dé- 
terminants différentiels de ces g + 2 fonctions se réduit à une expression 
où les précédents entrent d’une manière linéaire et homogene, tous aussi 
sont nuls identiquement. La dernière fonction T est donc composée 
des autres F,,...,7,,, (13), puisque le déterminant différentiel de ces 
q + 1 dernières, par rapport au, u,,...,u,, n’est pas nul (VII). 


IX. Il est évident, réciproquement, que toute fonction composée 
d'intégrales du système (9) en est une aussi. On obtiendra donc toutes 
les intégrales de ce système en prenant toutes les fonctions composées pos- 
sibles des fonctions T,, F,, ..., Tyas. 


X. La marche à suivre pour intégrer le système proposé (5) est 
donc exactement celle indiquée par Jacobi pour le cas d’une seule va- 
riable principale : 


On écrira le système auxiliaire (11) d'équations différentielles totales ; 
on obtiendra les fonctions T,, V,, ..., I,,, en resolvant, par rapport 
aux constantes arbitraires qu'elles contiennent, les formules fournissant 


ses intégrales générales; on resoudra enfin, par rapport a u, l'équation 
ST, T,, ..., P5441) — 0, 


formée en égalant a o (ce qu revient au même que si l'on égalau à une 
constante arbitraire )une fonction composée de T',,..., T,., dont la com- 
posante Q est arbitraire, sauf la condition d’engendrer une fonction com- 
posee dont la derivee par rapport à u ne soit pas ıdentiquement nulle. 
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15. Comme application tres simple, considérons le cas où les fonc- 
tions A; ;sans indice nul se réduisent à des constantes, et où l'on a 


Au=—au—\,, A0m—au—V, ey Apo=— @pu—Vp, 


A,, Ay, ++ A, désignant aussi des constantes quelconques ct V,, 
V.,..., V, des fonctions données des variables principales æ,, ..., rp, 
c'est-à-dire où le système (5) se compose exclusivement d'équations 
lincaires proprement dites et à coefficients constants, avec ou sans seconds 
membres fonctions des variables principales. 

Les conditions de passivité (7) se réduisent alors à 
dV dV, 


a;V;-+ da, = a,\; + de; 


Quand elles sont satisfaites, l’expression 
TTV, dx, + V, dr, + eee + V, ax») 


est une différentielle exacte, et, en représentant par U quelque déter- 
mination de son intégrale indéfinie, la résolution des équations inté- 
grales générales du systeme auxiliaire (11) par rapport à leurs con- 
stantes arbitraires donne immédiatement 


u 
* BEE a __ IL LL T 
Y= EFT He Fa Ly, U, 
avec 
T,., = U + A,uı + Ay i La +... + A pit p 
pour ’=1, 2,..., 9. 
En appelant donc w(y,,%:,...,%,.,) une fonction composante arbi- 


traire de g variables, l'intégrale générale du systeme considéré est 
u=[w(P., Py, ..., Mu) + U ] etitit tts +apty, 


formule dont l’exactitude est évidente. 

De simples quadratures permettraient encore d’achever les calculs, 
Si V,,..., V, contenaient en outre les variables paramétriques u, 
Us, -.., Uy, ou bien si les seconds membres des équations (11) étaient 
tous des expressions linéaires à coefficients constants en u, u,,...,u, 


augmentees de fonctions de &,, æa, ..., Lp. 
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RECHERCHES 


SUR LES 


SURFACES A COURBURE TOTALE CONSTANTE 


ET SUR 


CERTAINES SURFACES QUI S’Y RATTACHENT, 


Par M. C. GUICHARD, 


CHARGE D'UN COURS A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CLERMONT-FERRAND. 


Les trois groupes suivants de surfaces : 1° les surfaces F à courbure 
totale constante; 2° les nappes focales S,, S, d’une congruence C, 
telle que les développables de C touchent S, et S, suivant leurs lignes 
de courbure; 3° les surfaces & qui admettent un réseau conjugué 
formé de lignes géodésiques, ont entre eux des relations très étroites. 

Établir les relations qui existent, soit entre les surfaces d’un même 
groupe, soit entre surfaces de groupes différents ; profiter de ces rela- 
tions pour déduire de surfaces connues d’autres surfaces : tel est le 
but que je me propose dans ce travail. 

Les surfaces à courbure totale constante sont étudiées depuis long- 
temps. Je ramène leur determination à l'intégration de l'équation 


KL: 
du dr 





(1) =: sing 

et à la résolution d’une équation de Riccati, ce qui, au fond, ne dif- 
fere pas de la méthode de M. Weingarten. Malheureusement, on n’a 
pas pu jusqu'ici intégrer l'équation (1); la recherche des surfaces à 
courbure constante est une des questions difficiles en Géométrie. On 
a cherché alors des méthodes qui permettent de déduire d’une sur- 
face F connuc une infinité de surfaces analogues. 
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Parmi ces méthodes, je citerai surtout celle de M. Bäcklund, qui 
comprend comme cas particulier celle de MM. Bianchi et Ribeaucour. 
M. Bäcklund montre que, si, dans une congruence, la distance focale 
est constante, si, de plus, les plans focaux font un angle constant, les 
surfaces focales sont des surfaces à courbure constante. J'ai donné 
une nouvelle expression analytique de la transformation de M. Bäck- 
lund, parce que certains résultats ainsi obtenus me sont utiles dans 
la recherche de quelques surfaces S particulières. 

Les surfaces Set Z n’ont pas encore été étudiées jusqu'ici. Je montre 
qu'un couple S,, S, peut être obtenu à l’aide de quadratures quand on 
connait une surface F rapportée à ses lignes asymptotiques et unc so- 
lution de l’équation correspondante 


(2) — | = 9 COS9. 


04 4 99. 4. 
ja et PL dans 


ce cas, l’une des surfaces S,, S, est une sphère. La congruence formée 
par les tangentes communes à deux sphères est évidemment une con- 
gruence C; il y correspond des solutions particulières de l’equa- 
tion (1), qu’on peut obtenir par des quadratures elliptiques. 

Les cosinus @,, 8,, y, de la normale à F sont solutions de l’equa- 
tion (2); il y correspond des congruences C, dont la surface centrale 
est un plan. 

Enfin l'équation (2) admet une infinité de systèmes distincts de 
trois solutions 4, n, ¢ liées par la relation 


L’équation (2) admet eomme solutions particulières 


fn, 5) = const., 


J étant homogene et du second ordre. Les surfaces S correspondantes 
sont telles que les lignes de courbure d’un système sont coupées sous 
un angle constant par les rayons vecteurs issus d’un point fixe. 

La détermination analytique des surfaces Z est identique à celle des 
surfaces S. Les coordonnées du plan tangent à © sont en effet «,, B,, 
yı et p, p étant une solution quelconque de (2). 

Entre les surfaces S et & il y a une relation géométrique simple. 
L'une des nappes de la surface des centres de courbure de S est une 
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surface £. Inversement, les tangentes aux géodésiques conjuguées 
de £ sont normales à des surfaces S. 

H en résulte que, lorsqu’une congruence C est donnée, on peut en 
général en déduire une infinité d’autres. La methode de transforma- 
tion pourra être continuée tant que la surface & obtenue existera 
reellement, c’est-à-dire tant qu’on ne tombera pas sur une surface S 
qui est une sphère. 

Au point de vue analytique, il y correspond une transformation de 
l'équation (2); les seules solutions que cette transformation multiplie 
par un facteur constant sont les solutions &, n, €. 


I. — Détermination des surfaces S. 


Sorent x, y, 3 les coordonnées d’un point M, d'une surface S, ; ces 
coordonnées sont exprimées en fonction de deux variables u ete; de 
plus, nous supposons que les courbes de paramètres u et ¢ sont les 
lrgnes de courbures de la surface; enfin nous supposerons que la con- 
gruence C est formée par les tangentes aux courbes ¢ = const. Par le 
point M, nous ferons passer un triedre trirectangle; l'axe des X normal 
à la surface a pour cosinus directeurs &, 3, y; l'axe des Y tangent à la 
courbe  — const. a pour cosinus directeurs &,, B,,Y,; enfin l’axe des Z 
tangent à la courbe u = const. a pour cosinus directeurs &,, B,, v2. On 
sait (voir le Cours de Geometrie de M. Darboux) que l'on a les for- 
mules 


Ox _,, a, + p OR, 
(A) du CC du 4 iP Aas Ov — PA 
0x _ Ox, ph N) 2 ) 
dé — Jı 2%» Oe” Pi Fas du — TA — Pı?ı 
vr Ody _ | OP, Op | 
(B) 5 — Pr du "Pr du mi 
Our ol 
0) | du =hz,, du =: Apr, 
| [2% 12, Hoy 
wot? dv 


auxquelles if faut joindre les formules analogues, obtenues en rem- 
plaçant x et les par y et les 3 ou par s et les +. 
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Cela posé, un point M,, pris sur l’axe des Y, a pour coordonnées 


Te — Ti + da, 
Ja = Yi + Abu 
Se — 41 + À: 
d’où l’on tire 
or, _ À 
on = É + a | — Àra+}pus, 
Ox On 
I, + all + dpi). 


Si M, est le second foyer, on aura alors 


l 
À =. -—e 

Pi 
Le point M, décrit alors une surface S,, sur laquelle les courbes de pa- 
rametre u et v forment un réseau conjugué. Ce réseau sera formé de 


lignes de courbure si ces courbes sont orthogonales, c’est-à-dire si l’on a 


h+ On _ Oo 
du 
ou bien 
1 ol l Op, _ 
h— Pi du pi du = 0. 
in tenant compte des équations C, on a la condition 


OP, _ 
du — O. 


En remplaçant v par une fonction de v, on pourra supposer alors 
Pi=1. 
De plus, les équations (B) donnent 


Or | LP _ 
To Poe —° 


Un choix convenable de la variable u permet de supposer 


r+-p=1. 
Nous poserons alors 


r=sing, P=— Ccosg. 
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Les equations (B) donnent ensuite 


? 
di =. — Ov 
ef 
ae _ sin < 
du de Tr 
Si enfin dans les équations (C) on suppose / == -- 25, on trouve 
Or 
h == — 2, 
Ju 
0?0 





i -— sg 
= 6 COSG. 
du ds T 


Ainsi, pour la surface S,, rapportée à ses lignes de courbures, nous 
avons le tableau de formules 





Ox _ sin Oxy __ SIN9X — Cos% O2 COS9X 
(A) | du nant du TA 7 du ee 
| 9x _ 99 Jay ot. _ 
Ov ae de 78 de ae 
Oo _... 
el 
. Or, BE 05 dr, — 
(©) Ou Da Gp BPE 
Op ___,, 
(2) dude PSP. 


Le point correspondant de la surface S, est donné par les formules 


Ne 77 TU, + 20%, 


ys = Yi + 209; 
22 == S] + 2py1- 


Si l'on désigne par a’, 8’, y les cosinus directeurs de la normale à 


S,: par 4, 3, y, les cosinus directeurs de la tangente aux courbes 


u = const.; par &,, B,. y, ceux de la tangente aux courbes ¢ = const., 
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on aura la série de formules 


a _ 0e y 
(A) ou gu 
| Ox <= sin ga‘ 
ur Oo ” 

5 

(C7) ou 
Or, 

Ju 


a =— acoso + a Sind, 
, 
2,0%, 
a=  ASINO + 2%, COS9; 
Ox’ , 02, 92 , , 
— = 4 _— 2 — x — 2%, 
du 2” du du 
x __ . / » - ’ Ox, ~ # 
à — — SINGS — COSSX,, de COSOZ,, 
=— 29%, ——29(XSINS + 2, COSG), 
Up, Jo 
nia ried Oo ca ad 


On trouve facilement les rayons de courbure principaux des surfaces 


S,etS,; ona 


Pour la surface S,......... ' 


Pour la surface S,......... ‘ 


’ 9° . do 
D'autre part, l'équation (1) montre que — 











99 
ov 


sont des solutions 


pes 7 . 1 09 , 
particulières de l'équation (2). Si l'on prend p = + m» la surfaces, 


‘ . . Os 
sera une sphere de rayon 2m; si, au contraire, ge = + n — 


In’ la surface 


S, sera une sphère de rayon 27. Ce sont d’ailleurs les seules solutions 


qui donnent des sphères. 


Il peut se faire que les deux surfaces S, et S, soient des sphères. 
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Dans ce cas, 9 satisfait à l’&quation (1) et a une équation de la forme 


m do zn de 
ov du 
On peut alors determiner > par une quadrature elliptique. 
Remarquons que la propriété des surfaces S ne dépend que de la 
représentation sphérique de ces surfaces. On peut, par exemple, rem- 


placer la surface S, par une surface parallele. 


II. — Propriété caractéristique des équations (2). 


Les formules (A) du paragraphe précédent montrent que «,, 3,, y, 
sont des solutions particulières de l'équation (2). Reciproquement, 
toute équation de la forme 

029 
a - — = MS 
Ce) du dv , 

. . . . .. r ., . 
qui admet trois solutions particulières, 5, n, 6, liées par la relation 
(b) Bunt+lzı, 
peut, par un choix convenable des variables w et ¢, faire partie du 
groupe des équations (2). J'ai montré déjà (') que, si l’on pose 

dz? + dn + dt = e du? + 2 f du dv + g de’, 
2, 7, sont trois solutions de l’équation 


329 . 05 09 , 
dude — ‘du Ve = 





de Ox Je Og 
Se Ÿ Du Sure 
7 7 : I D = 
(er -— f?*) 2(ey —- f*) 


5, 7, £ vérifiant, par hypothèse, l’équation (a), on doit avoir 





(i =0, D=o 
ou 
de Og 
— Oo — — 0, 
Ov ? du 





(!3 Voir Surfaces rapportées à leurs lignes asymptotiques, etc. (Annales de I "Ecole 
Vormale, 1889). 
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On peut, en choisissant convenablement les variables z et +, poser 
e = arly 


f satisfait alors à l'équation 


vf ~ df of 
— f?\ 4". — of — __ 2 
(¢) af iR Ov +S Ga Ov = ff) 
Si Pon fait f= — cosz, la condition (c) devient 
Po. . 
PT Ne 


III. — Recherches des surfaces à. 


Suient 2,, 5,,%, les cosinus directeurs de la normale en un point 
de = et 
ec + Aveysor 


l'équation du plan tangent en ce point; nous supposerons que les 
courbes de paramètre u et ¢ soient les géodésiques conjuguées de la 
surface. On sait déjà que ,, 8,, y, et r sont quatre solutions particu- 
lieres d’une équation de Laplace. 

De plus, on a, en désignant par .r, y, 5 les coordonnées du point de 
contact, 


= 0, 


x Ox, Oy 03 

du PT Ju i Ou 
(a) 

a — + B, + —o; 

| ray F1 ge +7 de ° 


‘dx de 03, Oy Ay 0: 


de du + dv du. dv du ie 
(b) { R 

day dr 08, Ov | Oy de _ 

du ds du dv du de 


Les équations (b) expriment que les courbes de paramètre et ¢ sont 
e ’ ° . . x . x = 
conjuguées. La direction qui a pour paramètres directeurs Sn “ot, 
di 


5, est perpendiculaire à la section normale qui contient la tangente 
Ws 


à la courbe »y = const., c'est-à-dire au plan osculateur de cette courbe. 


‘ 
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On a donc 

dx, de | dB d'y me, 

| dv dur “Ov out ov dur’ 
day Or, OB DY, Op dts _ 


du ovr 7 du ou du de? 


(ce) 


Des équations (6) et (c) on déduit évidemment 








| d'a dr OB, Oy Ay, Os __ 
| du dv du + du dv du + du de du = 0s 

0? a, Ox 073, oy ry 05 
du dr dv + du dv dv du de dv 


(d) 








La comparaison des équations (a) et (d) donne 




















0? x, 95; LT 
du dv _ du de _ du de 
a 8 By yı ? 


X, 3, Y, verifient une même équation de la forme 


970 
Di ds = R5. 

D'après le paragraphe précédent, cette équation est l'équation (2) 
du § I; rest une solution de la même équation; «,, B,, y, sont les co- 
sinus qui ont été introduits au § I. 

Si r n'est pas linéairement indépendant de «,, ß,, y,, la surface & 
correspondante se réduit à un point. Ce sont d’ailleurs les seules solu- 
tions de l'équation (2) qui ne donnent pas de surfaces £. 

Quand r est connu, on peut avoir facilement les coordonnées ponc- 
tuelles de la surface Z. Joignons, en effet, à l'équation du plan tangent 


“r+ hytysor 


les deux équations obtenues en dérivant par rapport à u et v; on aura 
or 
AT + Bay + PI —s 
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En 
| 
| 





x for + 608% or ur Or 
= = COS9 -— , Xe — 
du dr) * dv 





~ 
! 
| 


3 {dr dr 6 Ov 
ins (du + cos 5] + 37 + CET 


— 





ren + ae 
sine \du or) 4 Mt Fe 


En différentiant maintenant par rapport à & ety, ona 


Ju = ha, 
Or , : 
Fe = Il acosg + sing). 


Ces formules mettent en évidence les propriétés déja données des sur- 
faces &. D'abord, les courbes de paramètre u et » forment un systeme 
conjugué; car 


dx Oh 09 
dude — gp th Ag 


Or ey ds 
du dv’ du dv du dv 
° . Ox 
vées du premier ordre; enfin, >: 


sont des fonctions linéaires et homogenes des deri- 
de’ 
dv 
normales principales aux courbes de paramètres u et v sont la normale 
à la surface : ces courbes sont des géodésiques. 


a 


étant proportionnels à x,, les 


IV. — Relations entre les surfaces S et 2. 


Le lieu des centres de courbure de S, qui correspondent aux: courbes de 
paramètre v est une surface 2. 


Ce lieu est l'enveloppe des plans menés par M, perpendiculairement 
à la droite M, M, de la congruence C. Les coordonnées tangentielles de 
ce plan sont 2,, 3,, y, et r: 


ro Ali + Didi + Yızı! 


EN 
w 
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d'où, en tenant compte des formules (A), (C) du § J, 
or 


Fe = Adi + BN + 7251, 
dr 
Juge ahnt dt 7151) = Fr COS 9. 


C'est la definition de = en coordonnées tangentielles. De même : 


Le lieu des centres de courbure de S, qui correspondent aux courbes de 
paramètre u est aussi une surface X, que nous designerons par =,. 


Sur la droite M, M, de la congruence C, prenons un point M, tel que 
l'on ait 
MM, 


Me 


k étant une constante; menons par M un plan II perpendiculaire a M,M.. 
Les coordonnées de ce plan sont 


Ar, 31» rau "-F akp; 


donc il enveloppe une surface X. En particulier, la surface moyenne 
de la congruence est une surface &, que nous désignerons par X. 


Inversement, les tangentes aux courbes v — const. d'une surface & 
sont normales a une surface S,; les tangentes aux courbes u = const. 
sont normales a une surface S,. 


En effet, les cosinus directeurs de la tangente aux courbes v = const., 
par exemple, sont «, 8, +. Les surfaces qui coupent orthogonalement 
ces droites sont des surfaces S,. 

Ces relations montrent que, une congruence C ou une surface S étant 
données, on peut en déduire, en général, une infinité d’autres. En 
effet, les tangentes aux courbes » = const. de la surface &, sont nor- 
males à une surface S, en un point M,, ce qui détermine une nouvelle 
congruence C,; on pourra opérer sur celte congruence comme sur C. 
A la congruence C correspond une solution ¢ de l'équation (2); à la 
congruence C, une nouvelle solution ¢,; quand > est donné, >, est dé- 


i 
> ° a ° D 0 a 
fini à un terme pres de la forme KT car on peut remplacer S| par 





une surface parallele. Nous avons une transformation de l'équation (2) 
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en elle-même, transformation qui s'effectue à l’aide de quadratures et 
que nous désignerons par s; de sorte que 


Pi — SP. 


On peut faire la transformation en sens inverse; les tangentes aux 
courbes u = const. de £ sont normales en M, à une surface S,, à la- 
quelle correspond une congruence C”. Si 9, est la solution correspon- 


. . oo. a 0 > . 
dante, ¢, est déterminé à un terme près de la forme 4 TL Nous dési- 
gnerons cette transformation par ¢ : 


p, =p. 


Ces deux transformations sont évidemment inverses l’une de l'autre ; 
car, si l’on applique la seconde à S,, on retombe sur la surface S, ou 
une surface parallele, de sorte qu'on doit avoir 


do 
tsp = =p+hs 
et, de même, 
Jo 
stp = p + Ran 


V. — Expression analytique des transformations s et ¢. 


Le point M, étant dans le plan mené par M, perpendiculairement i 
M,M,, ses coordonnées x, y,, 5, sont données par les formules 


Ly = e+ 260 + And, 
Yi = 2+ 288 + ande 
3 = 33 +2Ëy + an}: 


En différentiant, on trouve 


Ou sa ( 


du — Ou 
dr on dE de Las do La dû _-d9\ 
oe " \dv a ds '\oe 72 de rs oO 


Pour que le point M, deerive une surface S,, il faut annuler dans 


—psing) +am(Esing +n cosy) + 22 ( —gcosp), 
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Oz, ° IL, 
— les coefficients de a et «,, et dans 7, ceux de « et x,; on a alors 


Jo. 


N 


est donné par les deux équations compatibles 


| 3 =psing 

gu 

” 02 _ de de 
7 de de 


. Ox a . 
Le coefficient de — 2x, dans ~~ doit être ¢,; celui de — 22, dans 


Or, doit étre on, de sorte que l’on a 
du du 
_ 799 _ dtp 
, Pi ~~ = dv Ov 
” Pi __zgino— Æcose 
gu |” ' a 


La transformation s est définie par les formules (3) et (4). De 
même, la transformation ¢ serait définie par les formules 


a, do do 


(3) Ju — du du’ 
( 
| 2 pins 
/ __; 99 d¥p 
(4') Pa "du gu: 
| Ps — - © do... 
| Or 02 SUN? 5, COS +: 


Ces formules analvtiques mettent bien en evidence ce fait que les 
transformations s et ¢ donnent les solutions nouvelles respectivement 


à des termes près de la forme & , be. J'ai démontré ailleurs ('), 


—— _ - ee  —— m m ss nn —— - —— . —__. - — mn ——— 


(1) Sur une classe particulière d'équations aux dérivées partielles a invariants ésaur 
( danales de l’École Normale, janvier 1890). 
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par une voie purement analytique, que les transformations s et ¢ sont 


inverses l’une de l'autre. 
Nous allons chercher quel doit être ¢ pour que 5, soit nul. Des deux 


équations 


00 dp 
ri, CE 
0=2 dv + do! ’ 
o= ssing+ MP cos 
| a Gee 
on deduit 
sin? — 2 vos 99 _ Oo 
et PR Bg OOP? Ge =O 
On trouve, en intégrant, 
Op _ 09 
nn A sino — À u’ 
92 
D — A ou ; B, 


A ct B étant des fonctions de wu. Cette valeur de ¢ donne 


0? tos 02 
IP = A’sino + À coso —- 
du ds Ju 


On doit done avoir 
A'sino = Bcoso 


et, par suite, 
A’ =o, B. o, 


/ 
A est constant. On vérifie directement que, dans ce cas, >, peut être 
nul. La surface S, est une sphère. De même >, ne peut être nul que si 


de x 
= 4; la surface S, est alors une sphère. 
| he 


VI. — Propriétés diverses. 


Nous allons donner d’abord la relation existant entre la solution 7 
de la surface € à la solution > qui donne la surface correspondante S,. 


Nous savons que l’on a déja 


yt ii Yi re 
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En differentiant, par rapport à v, on trouve 


or 
La Li + Ba Yi + Ya si — dv 


Posons alors 
axr+By+ys =p, 
d'où 


_ or 
Li AU “+ ar + PTE 


or 
y= Pp+ Birt+ Baas 


or 


A JE HAT + 


Différentions. On a 


de, (sing) + a (2 + psing + % cose) 
du (3 ? ou PUNTO +?) 
dx; _ {Oum Or d9 Orr 09 

ae = (eS Se) tal Sa ur). 


Si l’on identifie avec les formules du § 1, on aura 


= rsing, 
Op _ or 92 
de dv de” 
0°, 09 
— 2p 903 Poy +r, 
29 _ or sin Or cos 
du du  F PTT >? 


s etrsont donc lies par la relation 
32p=sr — rt. 
La comparaison de £ et S, donnerait aussi 


ap, =—Ir-+r, 


qui peut se déduire de la précédente en y appliquant la transforma- 


tion £. 


Il est facile de déduire de la tous les cas où la transformations ou t 
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reproduisent la méme fonction. Si l’on désigne par r cette fonction, 
on voit que » est nul; x, y, = sont des constantes; rest de la forme 


r—au+bb;i+c;y:, 


et, réciproquement, dans ce cas, on a, en choisissant convenablement 
la canstante qui entre dans la quadrature, 


sr zir zT. 


Si l'on prend 
p=axm+ bbi+c;, 


la congruence C est telle que sa surface centrale (le lieu des milieux 
de M, M,) est un plan. C’est d’ailleurs le seul cas où la congruence C 
jouit de cette propriété. Toutes les congruences qui se déduisent de C, 
par notre méthode, seront identiques à C, si l'on choisit convenable- 
ment les constantes d'intégration qui les déterminent. 

Nous avons déjà montré (§ IV ) que le plan IT, mené perpendiculaire- 
ment à M,M, en un point M tel que l’on ait 


MM _, 
MM, 





Æ étant constant, enveloppe une surface £ correspondant à la solution 
r+ 245. A cette surface X on peut faire correspondre une surface S,. 
Si 9’ est la solution qui donne S,, on aura 


2p'— s(r+2khp)—r—2kp 
= 2p + 2ksp — 2kp. 


Nous trouverons plus tard une infinité de solutions 9 vérifiant la re- 


lation 
sp zz m pe 


Si l’on prend une telle solution et si l’on fait 


k—ı 
—ıonm, 


k 


p’ sera nul, le plan IT passera par un point fixe. 
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VII. — Les surfaces à courbure totale constante. 


J'ai déjà établi (') que, si une surface à courbure constante est rap- 
portée à ses lignes asymptotiques, les cosinus directeurs de la nor- 
male à la surface sont solutions d’une équation de la forme 

029 


du dv = R5. 


Il en résulte alors, d'après le $ II, que ces cosinus directeurs sont 
les quantités a,, B,, +, qui ont été définies au § I. En désignant par 
x, y, 5 les coordonnées d’un point de la surface, on aura facilement, 
si la courbure de cette surface est — 1, 


dx 
du 


dr 
de 


=— x "= acoso — a sing, 
== Ze 


Les lignes de courbure ont pour équation 
u + const. et u—v— const. 
Enfin les rayons de courbure principaux sont donnés par l'équation 
"sing — ar COSQ — sing — 0. 
On a, pour le ds? de la surface, 
ds? = du? + de? + 2 du ds coso; 


> est l'angle des deux lignes asymptotiques. Si ABCD est un quadrila- 





tere formé de lignes asymptotiques, les côtés AB et CD correspondant 


ee nn —.. — - -—.—_ — - — un 


(1) Foir le Mémoire déjà cité dans les Annales de l’École Normale. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3* Serie. Tome VII. — Aotr 1890. 32 
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aux valeurs wu, et u, de u, les côtés AC et BD aux valeurs v, et v, des, 


on aura 
AB = CD =?,— vo 
AC = BD = u, — u. 


Les côtés opposés dans ce quadrilatère sont égaux. 
Enfin l’aire du quadrilatere ABCD a pour expression 


» 2 
f sinodudv = | a"? dud=A+B+C+D—ar. 
| du de 


VIII. — Transformation de M. Backlund. 





Soient & et y, deux solutions quelconques du systeme 
Œ 
, ha = sinhn, 
(I 
On _ . ,- 
| i = sin lé, 


h et letant des constantes. On déduit de (1) 





ME _ pe 
ud = coshnsinl;, 
On | 
h Du ds = coslEsinAn. 
Si donc on pose 
(2) 9 = hn — LE, d = hn + LE, 
on aura 
29 7? 





( , 
dude "9 du dv — sin y. 


A la solution & on peut faire correspondre une surface / de courbure 
— 1; de mème, à la solution Ÿ on peut faire correspondre une sur- 
face F ayant aussi une courbure — 1. Je vais montrer, de plus, que si 
3, 4. / sont donnés, on peut déterminer F. Désignons par 


aD 7! 
X D /1 
X Bs 72 
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les cosinus directeurs du triedre relatif a la surface /; par 


ab c 
a, b, c 
A, by Cy 


les quantités analogues pour la surface F. 
Définissons un angle constant 9 par la formule 


h 


6 
colog- = 7’ 


de sorte que l'on a aussi 
(3) h(i — cos) = !sin® et hsin9 = l(1+ cos9). 
Je dis que l’on peut poser 


| a, = a, c0osd — asinl&Esind + a, coslé sin6, 
(3) b, = 5, c0s9 — 5 sinlZsin9-+ B, coslé sing, 
Ci = ÿ1 c0s9 — ysinläsind + y, coslEsin6. 


D'abord ces trois quantités sont les cosinus directeurs d’une droite; 

ıl suflit donc de vérifier qu’ils satisfont à l'équation 
_ d'à 
du de — À cos. 

La vérification, un peu longue il est vrai, ne présente pas de diffi- 
cultés : on différentie les formules (4) en tenant compte des équa- 
tions (A) du ST et des équations (1), (2), (3) de ce paragraphe; a,, ,, ¢, 
étant connus, on en déduit facilement les six autres cosinus. Nous 
donnerons seulement les valeurs de a et a,, les autres s’en déduisant 
immédiatement; on trouve 


a — a(cos*/— — cos9sin?/E) 
— a, sindsinl2ö + a(coslEsinlE + cos§ cos/é sin LE), 
a,— — ax(cosb cos lË sinlE + cosl£sin/£) 


— a, sind cos LE + «(cos 9 cos? LE — sin*/£). 


Ces neuf cosinus vérifient les formules (A) du § [, dans lesquelles o 
serait remplacé par Ÿ. 
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Maintenant, nous pourrons déterminer par des quadratures une 
fonction » satisfaisant aux deux équations 


‘“( Op __ l 
| | 5 = Pzeoshn, 
un | op h 
Eh = cos l'E 
go? j cost}. 


Ces deux équations sont compatibles en vertu de (1). En differentiant 
la première, on trouve 


Ip __ER 
dude h dv 


= p(coshn cosl& + sinhnsinlE) =p coso. 


. 0 
cos n + 0 sin inl 
ov 


On voit de même que l’on a 


9? - 


P _ 1! os 
due p COS: 





La solution p est donc celle qui, dans la méthode de M. Moutard, 
transforme l’équation 





oA 3 e0sc 
du dé COSY 
dans l’equation 
0?) 
TI — X e0gıl 
du de À cosy. 


Les solutions «,, 3,, +, de la première se transforment en a,, 4,, c,. 
Il résulte de cette remarque et d’un théorème que nous avons établi 
ailleurs ('), que les surfaces f et F peuvent être placées de telle sorte 
qu'elles soient les focales d’une congruence à lignes asymptotiques 
correspondantes. Voici comment on peut vérifier ce fait : a, y, s étant 
les coordonnées d'un point m de f, déterminons un point M de coor- 


(1) Sur les congruences telles que les lignes asymptotiques se correspondent sur les 
deux surfaces focales (Comptes rendus, janvier 1890 ). 
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donnees X, Y, Z par les formules 


X = x + acosl£ sin0 + a, sinlésin4, 
Y=y-+3cos!}sin® + B, sin/é sin§4, 
Z =: + ycoslËEsin0 + y, sinlE sin 4. 


On trouvera, en différentiant, 


“ —acos) — a, siny, 
OX _ 
ov” 


ce qui prouve que le point M décrit une surface égale a F. Comme, 
d’ailleurs, on a 


u X—z)+B(Y-y)+yıl2—-3)=o, 
a(X—2)+5,(Y —y)+e,(4—3)=0, 


la droite Mm est tangente aux surfaces / et F. Les lignes asympto- 
tiques se correspondent &videmment sur ces deux surfaces, puisque cc 
sont les courbes de paramètres « et v. Il en est de même des lignes de 
courbure. Dans cette congruence, l’angle des deux plans focaux est 
egal à 0; la distance des foyers à sin9. Si l’on suppose A = /, 0 = 90°. 
la distance focale est égale à 1; on obtient la congruence qui intervient 
dans la transformation de MM. Ribaucour et Bianchi. 


IX. — Etude des équations (1) du § VIII. 


La solution &, x des équations (1) du $ VIII peuvent, d'une infinité 
de manières, être choisies de telle sorte que 9 soit une solution quel- 
conque de l'équation 


Du di dv — Sin. 
Si, en effet, on suppose & donné et si, dans les équations (1), on 
remplace n par 
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on a, pour déterminer 5, deux équations, qui sont compatibles chaque 
fois que 2 vérifie l'équation 
| 2 


du ov 





= sing. 


En d’autres termes, il existe une infinité de congruences telles que 
celles que nous avons considérées au paragraphe précédent, et dont 
l’une des surfaces focales est une surface quelconque à courbure con- 
stante. L’une de ces congruences étant connue, toutes les autres peu- 
vent être déterminées à l’aide de quadratures. La congruence donnée, 
ayant pour surfaces focales f et F, qui correspondent aux solutions &, 7 
des équations (1); soient f et F, les focales d’une congruence inconnue 
qui correspond aux solutions &,, n, des équations (1). 9 étant la même 
pour les deux congruences, on doit avoir 


hn— LE = hn— LE. 


Nous poserons alors 
Nı = N + LÀ, 


Ey —E + hà, 


À étant une fonction inconnue qui doit vérifier les deux équations 


ho (E+ AR) = sin(hn+ Ald), 


yo 


Ir (n+-M)= sin(lé + hed), 


ou, en tenant compte des équations (1), 


h? on = sin(hn + All) — sinhn, 
I? a = sin({ + hl})—sinlEË, 
ou bien 
h? 2 — — sinhn(ı — coshlA) + coshn sinhl à, 
OX 


l D = — sinlE(1— coshlÀ) + coslE sinhli. 
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Posons maintenant 





hth 
r — cot ’ 
2 
on aura alors 
or l l. 
Ju = — „eoshnr+ „sinhn, 
6 € 
9) | 2 = Booster R sin dE 
D = 7 + 5sinJlé. 


Pour intégrer le systeme (6), nous nous servirons de la solution ¢, 
définie par les équations (5) du paragraphe précédent, et nous pose- 
rons 


r= Op. 
On trouvera 
98 _: ! sinhn 
du un, 
09 th, ,, 
= > 7 sinds 


Ces deux équations sont compatibles, car elles donnent toutes deux 


oe —! sing 
du p j 
Si r, est une solution particulière des équations (6). la solution ge- 
nerale sera 
r=r+ ap. 
On vérifie facilement que l’on a aussi 


dr 


Qu de 6089; 


on obtient ainsi une infinité de couples de surfaces f, F, /, F,,.... 
I» Fa, -.. Designons par &,, n, les solutions du systeme (1) qui corres- 
pondent au couple /, F,; par >, la solution du systeme (5) dans lequel 
on a remplacé &, n par &,, n.. Nous pourrons, en outre, poser 


En =e +hi,, 
hn =n + lus 


l'a = eot hin 
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r, est une solution du système (6); on peut donc écrire 
"az Vi + ap, 


a étant une constante. Nous aurions pu partir du couple /, F,; fermer 
les équations (6’), obtenues en remplaçant £, n dans (6) par &,, 
ñ.,... Le systeme (6’) admet la solution particulière — r, qui forme 
le passage de F, à F. Son intégrale générale sera 


—TY,+ Üpi. 


Ce système admet, en outre, la solution cot 


NLO,— }ı) 
2 
le passage de F, à F,. Des trois relations 


» qui fournit 


Al). 
color, cot 





= l'y + AP, cot ——=—r+bp. 


Ali, | ot Ald, — 1) _ 
2 2 


on deduit | 
aboo, = —1— ri. 


On peut supposer ab = + 1; cela revient à changer les facteurs ar- 
bitraires qui entrent dans ¢ et p, et à écrire 


— 2 
pp —1— ri. 


De mème, en choisissant convenablement le facteur arbitraire qui 
entre dans 5,, on pourra écrire 


09n =—ı—- rn, =—ı—r) —2arp— atp?= pp, — 2ar,p — ap}, 
d'où 
Pn = D —2arı — ap. 


Cette formule nous apprendrait, si nous ne le savions déjà, que r, est 
solution de l’équation 
0? À 
——— — Àcoso. 
(7) Ju dv ? 

Toutes les solutions analogues, r, 9, s’expriment lineairement à 
l’aide de trois d’entre elles : 9, ,, 7, entre lesquelles existe la rela- 
tion 

ri + po,=—I. 
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On pourra déduire de là trois solutions 5, r, ¢ de (7), vérifiant la 


relation 
EHn+ Et: 


© 
(qe) 
2) 
« 
Sa 
or 
CD’ 
C 
SVS 


‚2, est linéairement distinct de @,, 8,, ¥,; car ona 
da? + d3} + dy? = du*— 2 cos9 du dv + dr? 


. N l? 
d3+ dr + di = — E du? — 2 coso du de — TE dv?, 


On voit que si, dans les formules qui donnent &, », [, on remplace 
il h r y | . . 9 . 
u par +u et v par 6, 5, n, s seront encore solution de l'équation (7), 


dans laquelle, cependant, 9 aura changé de valeur. A cette nouvelle 
fonction © correspond une nouvelle surface à courbure constante; 
£, r, S remplaceront, pour la determination de cette nouvelle surface, 
les quantités «,, 3,, v,. Nous retombons ainsi sur la transformation de 
M. Lie. 

L’équation (7) possede la propriété d’admettre un nombre illimite 
de systemes de trois solutions liées par la relation 


F(£,n,$) = const., 


F étant homogène et du second degré. Pour abréger, nous donnerons 
le nom de solutions quadratiques à ces solutions particulières. 
Quand on transforme, suivant la méthode de M. Moutard, l'équation 


N _ 2 coso 
Ju dv 
dans l’équation 
91 — À} cos! 
du ds ' 


les solutions quadratiques de la premiere équation deviennent des 
solutions quadratiques de la seconde. Il suffit, pour la voir, de faire le 
changement indiqué sur les variables u et ¢, et de remarquer que les 
cosinus qui correspondent a la premiere surface deviennent, par la 
transformation, les cosinus de la seconde. 
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On pourra de même déduire du couple /,F, une infinité de couples 
analogues dont fait partie la surface F,. L'opération n’exigera que des 
quadratures. Les surfaces F, renferment une constante arbitraire: 
l'opération qui vient d'être indiquée introduira une nouvelle con- 
stante arbitraire. On voit qu’on pourra former des surfaces à courbure 
constante, renfermant autant de constantes arbitraires que l’on vou- 

dra, par une suite de quadratures ('). 


X. — Recherche des congruences ayant pour surfaces focales des sur- 
faces à courbure constante et telles que les lignes asymptotiques se 
correspondent sur les deux surfaces. 


Soient fet F les deux nappes focales; on peut toujours supposer que 
la courbe de Fest — 1; celle de / sera désignée par — m?. Les cosi- 
nus directeurs de la normale à f étant les quantités «,, 3,, +, déjà 
introduites; ceux de F étant désignés par a,, b,, c,, on pourra évidem- 
ment poser 

a= % COS — x sinx sin 9 + x, Cosr sind, 
(1) bs, = 3, 6089 — 3 sinz sind + 5, cos-r sin, 
CG 71 6089 — y sinz sind + y; cosx sind, 


ÿ et a étant des fonctions inconnues de u et ¢. 
Nous nous appuierons maintenant sur les résultats que j'ai donnés 
dans une Note insérée dans les Comptes rendus (?). Les quantités &, 7, C 


qui figurent dans ce Mémoire doivent être remplacées par ÿm«,, Vmÿ,. 
ymy,, et les quantités £,,7,, €, par @,, b,, c,. On devra donc avoir 





x da, a Oo ie dx | ds 
(2) Fou ‘oa Pu Oa)? 
+ Ja, Oo — m Ox, _ x do 
(>) OF Fan u P Ou de) 


(1) Sur cette suite de quadratures, consulter une Note de M. Darboux (.fanales de 
l'École Normale; 1890). 

(2) Les congruences telles que les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux 
surfaces focales (janvier 1890). 
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et les équations analogues obtenues en remplaçant a, et a, par ß, et 
b, ou par y, etc,, p étant une solution 


Differentions les formules (1), en tenant compte des formules A du 
SI; on trouve 


| — ¢ ( - 00359 sing — cosr sino = — sinz vos 5. ) 
+2, |— sing © + sin? 3 cos (x + | 
+(- cos 9 coso — sine sing S= + cos.r 0095)» 
(5) da, d(x +9) 09 
nr (- cosz sind Zr — sin cos 5) 
+ a (- sing — COST sin9) 
| ul ments + cos.r cos"). 


Multiplions les trois équations (2), d’abord par a,, b,, c, et ajou- 
tons; puis par «&,, B,, y, et ajoutons; on aura 


99 . 9 
a = m| psindcos( +9) + c0s9 | 
09 Oo dp 
o| — sing 5 + sind cos(a+9)| + cose SE man 


En éliminant entre ces équations RB et osinQ, ona 
du 


(1 — m cos) cos (x + 9) — Al = m COS(T + 9) (mm — cos 4), 


(1— mcos9) 90 = (1— m?) cos(.r +0). 
du ? 
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Opérons de même sur les trois équations (3); on aura 
Jo ‘ . dc 
—- = m|pcosz sind — cos’ + 
ov (P ac)? 
. „09 : Op Ü 
— sind — — sincos.r) + cos9 — — — mn — 
o( ov de de” 
04 
(1 + mcos9) qe + COST) = (m + cos9)mcos.r, 


99 
(1 + mcos6) ae (1 — m?) cos.ır. 


Nous avons donc les deux groupes suivants d'équations : 





| (1— m cos) a = (1—m*)cos(z-- 9), 
) | 05 
| (1+ mcos4) — —= — (1— m?) cos.r 
et 
'ı do _ __msind os(r to 
ay | 3 mer 
‘ |! dp __msind cost 
pda ir mcosd 


Sir — m?= 0, 0 est constant; en continuant les calculs, on retrou- 
vera les congruences que nous avons introduites dans la méthode de 


M. Bäcklund. 
Sir — m? Zo, la comparaison des systèmes (6) et (7) donnera 


ı Op my 09 
= —= —s — 
p du 1— m? du 
ie ___Mm_ sind — 
p dv 1— m? Ow’ 


on en dédutt 
9 (2 8) - 

Je \p jé.) = 
p=f{u)fi(e); 


mais l'équation (4) n'a pas de solutions de cette forme; l'hypothèse 
ı — m'20o est impossible. 
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Nous pouvons donc énoncer les résultats suivants : 


Si une congruence admet pour surfaces focales des surfaces à courbure 


totale constante, si, de plus, les lignes asymptotiques se correspondent, on 
a les proprietés : 


1° La courbure des deux surfaces est la même ; 
2° L'angle des plans focaux a une valeur constante 8; 


3° La distance des foyers est égale a msin9, la courbure commune des 
deux surfaces étant — m?. 


XI. — Sur quelques surfaces S particulières. 


Remarquons d'abord que.les coordonnées x, y, 3 du point central N 
de la congruence C satisfont aux équations 





de __ Ob, a 
du #1 du P Ou’ 
Ox _ dp _ Ox, 

we Ow F oc’ 


avec les formules analogues pour y et s. Si maintenant on prend pour ¢ 


la solution partieuliere qui a été introduite au § VIII, on voit que l’on 
aura 


LON, y = 0b, 3 — LCI. 
Les coordonnées des points M,, M, des surfaces S, et S, seront 


Wy=6(Q—a%),  Yi=p(bi—8,), = p(ci— 1); 
Ta 0(a+%), n=p(b,+ 3), = p(ci+): 


0 étant l’origine, on voit que l’on aura 


——_; b 
OM, = p?(2 — 2cos9), OM, = 25 sin >; 


“4 


OM, = p°(2 + a cos8), OM, = 2p cos 


ete 


Le triangle OM, M, reste semblable à lui-même; ses côtés sont entre 


202 C. GUICHARD. 


. 5 9 ; | 
eux comme les nombres sin =, cos,» 1. Ce triangle est rectangle en 0. 


9 , ı T 0, ’, ‘ 4 “nt à N D 
L'angle en M, est égal à — — =; l'angle en M, à -- On voit que, su 


les surfaces S, et S,, les lignes de courbure d’un systeme sont coupées 
sous un angle constant par les rayons vecteurs issus d’un point fixe. 
La projection M de O sur M, M, partage cette droite dans un rapport 
constant; le plan mené par M, perpendiculairement à M, M,, passe 
par le point fixe O. On en conclut (§ VI) que la transformation s 
multiplie 9 par un facteur constant. Voici comment on peut vérifier ce 
fait : rappelons que l’on a 
dy os 


i ov Ov? 


) étant défini par les quadratures 


99 . 

du — 0 SI 2, 
09 _ dp Oe, 
de de dv 


En tenant compte des formules du § VIII, on pourra prendre 


hah... 
j= 7 Sin dép; 
on trouvera alors 
on h? 
SD —=— TP 


Toutes les fonctions qui jouissent de cette propriété s’expriment 
linéairement à l’aide des quantités p, >,, 7, du § IX. Il suffit, pour le 
voir, de faire le changement de variables indiqué dans ce paragraphe; 


BET h? . 5 + . 
le multiplicateur — = devient l'unité. Or les fonctions > dont le mul- 


tiplicateur est 1 s'expriment linéairement à l'aide de trois d'entre 
elles (S VI). 


Formons maintenant les surfaces S,, S,, qui correspondent à la 


> . \ . 1 + eo + ' ' N ’ ’ 1 . 
fonction ¥ et à la solution 3 En désignant par x, ¥,, 5,3 Lys > 5, les 
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coordonnées des points M,, M, de ces surfaces qui correspondent à M, 
et M,, on aur: 


, ’ J ' I 
= (aa), Fi (Bi di), = ma) 


= (a+), y= 5 (Bit bo); elta). 


Les longueurs des rayons vecteurs seront 
' 2 . Ü ' 2 Ä 
OM, = - sin -> OM, = - cos-- 
p 2 p 2 


On voit que Sj est la transformée par inversion de S,, la puissance 


9° . , . 9 a ' a , A 
d’inversion étant — 4 sin? =; de même, S, est la transformée de S, par 
» 4 
la puissance 4 cos? -- 
Les coordonnées d’un point M de la surface centrale de la con- 
gruence C étant 
PA pb, D Ci 


sa polaire réciproque, par rapport à une sphère de rayon ı ayant son 


centre à l’origine, sera enveloppée par un plan dont les coordonnées 
sont 


ay, bi» Cty 


‘ » bd I 
Cette enveloppe est une surface correspondant aux fonctions Ÿ ct Pi 


XII. — Sur d’autres surfaces S particulières. 


Les surfaces que nous avons obtenues au $ XI proviennent, au point 
de vue analytique, d’une solution la plus generale de |’équation 
d?9 


(1) du av 


= Sin 9 


et d’une solution particulière de l’equation 
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Mais on peut se placer à un autre point de vue pour obtenir des sur- 
faces S et X particulières. On prendra, pour obtenir de telles surfaces, 
des solutions particulières des équations (1) et (2). Nous avons déjà 
vu que, si la solution 9 de l'équation est une fonction de mu + nv, 
m et n étant constants; si, de plus, on prend pour solution de l'équa- 
tion (2) | 


le systeme des surfaces S,, S, est composé de deux sphères. La methode 
de transformation des surfaces S et Ÿ est arrêtée des le début. On peut 
alors chercher d’autres systèmes de surfaces, tels que cette transfor- 
mation soit arrêtée après la première, la deuxième, ..., la nie opera- 
tion. J'espère pouvoir donner bientôt des développements sur cette 
question. 
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De l'espace à x dimensions. Espaces limités, complets. 


2. Nous nommerons point à n coordonnées tout systeme de valeurs 
particulières respectivement attribuées aux 7 variables réelles x, y, ..., 


et espace à n dimensions l'ensemble de tous les points à nr coordonnées. 
La distance des deux points 


(2 M1 weedy (Le, Nr ...) 
sera, par definition, la racine carrée non négative de la quantité 
(n— ri) + (rm) +... 


Dans l’espace à nr dimensions, on a souvent à considérer, à l’exclu- 
sion de tous les autres points, ceux dont les coordonnées satisfont à 
certaines conditions, d'une nature absolument quelconque d'ailleurs : 
leur ensemble constitue ce qu’on appelle une portion de l'espace a 
n dimensions. 

Une portion d'espace est dite limitée, lorsque la distance d’un point 
variable au point (0, 0, ...) ne cesse d’y être numériquement inférieure 
à quelque quantité positive fixe; elle est dite tlmuitée dans le cas con- 
traire. 

Un point est dit complétement extérieur à une portion donnée de 
l’espace à z dimensions, lorsque sa distance à un point variable de la 
portion dont il s’agit ne cesse d’être supérieure à quelque quantité po- 
sitive fixe. 

Enfin, une portion donnée de l’espace à r dimensions est dite com- 
plete, lorsque chacun des points qui n’en font pas partie lui est comple- 
tement extérieur. 

Par exemple, en désignant par R une constante positive, et par x,, 
Yo, -.. des constantes quelconques, positives, négatives ou nulles, le 
fragment d'espace défini par la relation 


Cr) + (y — yo)? +. SR? 


est à la fois limité et complet. Si l’on supprime le signe d'égalité qui 
figure entre les deux membres, pour ne laisser subsister que le signe 
d’inegalite, on obtient un fragment limité, mais incomplet. 
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Variantes complexes. 


3. Dans un Mémoire sur les quantités incommensurables (Annales 
de l’École Normale, novembre 1887), M. Méray appelle variante un 
nombre variable v,,.,... dont la valeur dépend de certains entiers posi- 
tifs m, n, ..., qui prennent toutes les combinaisons de valeurs pos- 
sibles, et que l’on nomme ses indices. 

En se bornant au cas le plus simple, où le nombre des indices se 
réduit à 1, une variante ¢,, est dite convergente, si, un nombre positif « 
de petitesse arbitraire étant donné, on peut assigner pour l’entier m 
une valeur à partir de laquelle la difference 9,» — v, ne cesse d’être 
numériquement inférieure à a, quelque valeur positive que l’on attri- 
bue à l’entier p. 

On dit que la variante +, a pour /imite la quantité invariable V, si 
la difference V — v,„ est infiniment petite pour m infini. 


Pour qu'une variante tende vers quelque limite, il faut et il suffit qu'elle 
soul convergente. 


4. Nous nommerons variante complexe un point (variable) de l'es- 
pace à rn dimensions ayant pour coordonnées n variantes, dépendant 
toutes d'un même indice. 

Une variante complexe est dite convergente, lorsque toutes ses coor- 
données le sont à la fois. 

On dit que la variante complexe (¢),, a pour limite le point fixe (V), 
quand ses diverses coordonnées ont respectivement pour limites les 
coordonnées correspondantes du point fixe. 


Pour qu'une variante complexe (v), soit convergente, il faut et il suffit 
que, un nombre positif « de petitesse arbitraire étant donné, on puisse 
assigner pour l’entier m une valeur à partir de laquelle la distance des 
deux points (v}ns (V)m+p ne cesse d’être inférieure à x, quelque valeur 
positive que l’on attribue a l’entier p. 

Pour que la variante complexe (v),, tende vers la limite (V), ul faut et 


ul suffit que la distance de ces deux points soit infiniment petite pour 
m infini. 
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Pour qu'une variante complexe tende vers quelque limite, il faut et ul 
suffit gu elle soit convergente. 


». Lorsqu'une variante complexe est convergente, et qu'à partir d’une 
valeur suffisamment grande de son indice elle reste constamment située 
dans quelque espace complet, sa limite y est elle-même nécessairement 
siluee. 

Car, autrement, cette limite serait complètement extérieure à l’es- 
pace dont il s’agit, ce qui est impossible, puisque la distance de la 
variante proposée à sa limite est infiniment petite. 


6. En désignant par (Vv), une variante complexe quelconque, et par 
(1) Mis May cos Mk; 


des valeurs particulières distinctes de son indice se succédant indéfiniment 
suivant quelque loi déterminée, l'expression 


(sv )& = (m 


est évidemment une variante complexe dependant de l'indice k. Cela 
posé, si la variante (v),, reste constamment comprise dans quelque por- 
tion limitce d'espace, la loi de succession des valeurs (1) peut être choisie 
de telle sorte que la variante (w), soit convergente ('). 


I. Designons par a, 8, ... des entiers indéterminés en nombre n, 
que nous conviendrons de considérer dans un ordre toujours le même, 
l’ordre a, 8, ..., par exemple, et soient 


(a) 1% B', ..., 


a”, B”, 

deux quelconques des combinaisons obtenues en attribuant aux en- 
tiers dont il s’agit tous les systèmes possibles de valeurs positives; ces 
combinaisons étant, bien entendu, supposces distinctes, les diffé- 
rences 


(3) a’ — a", B'—B", 


(1) Voir le Nouveau Précis d’ Analyse infinitésimale de M. Méray, p. 59. 
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ne peuvent s’annuler a la fois. Cela posé, nous dirons que la premiere 
des combinaisons (2) est de taxe inferieure ou supérieure à la seconde, 
suivant que la premiere des differences (3) qui ne s’évanouit pas est 
negative ou positive ('). 

Il importe de faire à cet égard l’observation suivante. Si l’on de- 
signe par 


a’, 6’, ’ 
a”, BP”, , 
a”, 6”, 


trois combinaisons de valeurs attribuées aux entiers a, 6, ...; si l’on 
suppose en outre que la première soit de taxe inférieure à la seconde, 
et la seconde de taxe inférieure à la troisième, la premiere est néces- 
sairement de taxe inférieure à la troisième. C'est là une conséquence 
immédiate des relations évidentes 


a! — af =(a'— 2") +(a"— 2"), 
B'— B"— (3"— 3”) + (3’— 2"), 


Il. Désignant par x,, Yo, ... certaines valeurs particulières des n in- 
déterminées x, y, ..., et par X, Y, ... d'autres valeurs particulières 
des mêmes indéterminées, nous nommerons intervalle complexe l'en- 
semble de tous les points dont les coordonnées x, y, ... se trouvent 
respectivement comprises dans les intervalles simples de x, à X, de y, 
à Y, .... (ou égales à quelques-unes de leurs valeurs extrêmes). 

Nous nommerons subdivision d’un intervalle complexe l'opération 
consistant à subdiviser (de façons quelconques) les n intervalles 
simples dont l'association le constitue, puis à former de toutes les ma- 
nieres possibles un intervalle complexe avec r intervalles partiels pris 
respectivement dans chacun d'eux. 

Nous aurons besoin ci-après de considérer dans un ordre déterminé 
les divers intervalles complexes provenant de la subdivision d’un 
intervalle donné; la loi de leur succession peut être choisie de bien 
des manières, et l'on peut, par exemple, la fixer comme il suit. En 
premier lieu, on adoptera pour les indéterminées x, y, ... un ordre 


(1) Voir Gauss, Werke, Band Ill, p. 37. 
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toujours le même, soit l’ordre x, y, .... Considérant ensuite les inter- 
valles simples partiels obtenus par la subdivision de l'intervalle total 
relatif à une indéterminée quelconque, on commencera par les ranger 
dans l’ordre naturel que leur assignent les valeurs croissantes de cette 
variable. Si l’on désigne alors par 


eff) (2) (A) 


1) ie 
dt, 12, ees 


les diverses suites d’intervalles simples ainsi obtenues, et que l'on as- 
socie ces derniers de toutes les manières possibles en prenant un 
terme et un seul dans chaque ligne horizontale du Tableau précédent, 
deux quelconques des intervalles complexes qui en résultent pourront 
être désignés par les notations 


(4) (iz, if, ..], 


(5) Cie, EE, | 


où les deux combinaisons d’entiers positifs 


sont nécessairement distinctes. Cela posé, nous dirons, pour abréger, 
que l'intervalle partiel (4) est de taxe inférieure ou supérieure à l'inter- 
valle partiel (5), suivant que la premiere des deux combinaisons dont 
il s’agit sera elle-méme de taxe inférieure ou supérieure à la se- 
conde (I), et nous conviendrons de considérer nos intervalles partiels com- 
plexes dans un ordre tel que leur taxe aille toujours en croissant; nous 
dirons, en parcil cas, qu'ils sont ordonnes. 

Observons, en passant, qu'un intervalle complexe forme une portion 
limutée et complete de l'espace à n dimensions. 

IT. En vertu de l'hypothèse faite sur (v),, il existe évidemment 
quelque intervalle complexe 


[ro à X, Yo à Y, ...], 


dans lequel cette variante se trouve constamment comprise, et que 
nous représenterons, pour abréger, par 3,. Si l’on divise en deux par- 
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ties égales chacun des intervalles simples dont se compose J, et qu’on 
ordonne (11) les divers intervalles complexes résultant de cette subdi- 
vision, il existe certainement quelqu'un de ces derniers où la va- 
riante (v), tombe un nombre infini de fois. Appelons 3, le premier 
d’entre eux pour lequel cette circonstance se réalise ; opérons sur lui 
comme nous l’avons fait sur 9,, et ainsi de suite indéfiniment. Nous 
formerons de cette manière une suite illimitée d’intervalles com- 
plexes 


(6) 3,, I, ...J I a 


jouissant de la triple propriété que nous allons énoncer : 1° chacun 
d’eux fait entierement partie du précédent et, par suite, de tous ceux qui 
viennent avant lui; 2° celui de rang # est formé d’intervalles simples 
ayant pour grandeurs respectives les valeurs numériques de 

X — Lo Y — Yo 


’ 
gk-ı 





pei 9 ..., 


3° la variante (v),, tombe une infinité de fois dans chacun des inter- 
valles (6). 
Cela posé, considérons la suite illimitée 


(# )15 (0). es (Pme os 


et soient (w), le premier terme de cette suite, (w}, le premier des 
termes restants situé dans l'intervalle 3,, (w), le premier des termes 
restants situé dans l'intervalle $,, et ainsi de suite indéfiniment. La 
distance des deux points (),, (4.2, au plus égale à 


= VX = Lo} +(Y—Yo)?+..., 


est infiniment petite pour # infini, et, par suite, la variante (w), est 
convergente (4). 


Fonctions continues. 


7. Considérons une fonction f(x, y,...) définie dans un fragment 
déterminé de l'espace à 2 dimensions, et designons par (29, Yo, ---) 
un point fixe, par (x, y, ...) un point variable, situés l’un et l'autre 
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leurs taxes croissantes (6, IT), on associera d’abord le premier avec le 
deuxième, puis avec le troisième, etc. jusqu’au dernier; on associera 
ensuite le deuxième avec le troisième, puis avec le quatrième, etc. jus- 
qu'au dernier; et l’on continuera ainsi jusqu’à ce que l’on ait été con- 
duit à associer l’avant-dernier intervalle avec le dernier. Les combi- 
sons ainsi formées seront dites ordonnees, lorsqu'elles seront rangées 
à la suite les unes des autres dans l’ordre même qui a présidé à leur 
formation successive. 

2° Étant donnés deux intervalles complexes que l’on considère l'un 
par rapport à l’autre dans un ordre déterminé, et auxquels on fait subir 
respectivement deux subdivisions quelconques (6, IT), on conviendra 
de ranger dans l’ordre suivant les résultats obtenus en associant de 
toutes les manières possibles deux intervalles partiels respectivement 
fournis par ces deux subdivisions. 

Avec les intervalles partiels provenant respectivement du premier et 
du second intervalle donné, on formera successivement un premier, 
puis un second groupe, et, dans chacun des groupes ainsi obtenus, on 
rangera les intervalles partiels d’après leurs taxes croissantes (6, IT). 
On associera ensuite le premier intervalle du premier groupe avec le 
premier, le deuxième, le troisième, etc. du second groupe; puis le 
deuxième intervalle du premier groupe avec le premier, le deuxième, 
le troisième, etc. du second groupe; et l’on continuera ainsi jusqu’à ce 
que l'on ait été conduit à associer le dernier intervalle du premier 
groupe successivement avec tous ceux du second. Les combinaisons 
ainsi formées seront dites ordonnees, lorsqu'elles seront rangées à la 
suite les unes des autres dans l'ordre même qui a présidé à leur for- 
mation successive. 


ll. En nommant toujours f(x, y,...) la fonction dont il s'agit dans 
notre énoncé general, et désignant par À, u. deux constantes positives, 
supposons qu'il existe au moins un Système de 

deux points situés l’un et l’autre dans l’espace proposé et dont les 

coordonnées semblables présentent des différences toutes numerique- 

(7) «ment inférieures à wu, tandis que les valeurs prises par la fonction 

aux deux points dont il s'agit présentent une difference numérique- 
ment supérieure ou égale à i. 


Ann, de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. — SEPTEMBRE 1890. 39 
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tion (7), et considérons ces deux intervalles l’un par rapport à l’autre 
dans l'ordre de leur taxe croissante, soit 


I =[xax', ray, ...] 
J =[2", ax’, yo aY’, ...]; 


effectuons maintenant sur chacun des intervalles complexes 3°, 3° 
la subdivision provenant du fractionnement en deux parties égales de 
tous les intervalles simples 


w,aX', y,aYy, .…, 
x, à X", May, oo: 


associons de toutes les manières possibles un intervalle partiel (com- 
plexe) fourni par la première subdivision avec un intervalle partiel 
fourni par la seconde: puis, ordonnant les résultats ainsi obtenus 
(1, 2°), arrétons-nous au premier d’entre eux pour lequel les deux 
intervalles composants contiennent respectivement deux points satis- 
faisant à la condition (7); désignons enfin par 3, l'intervalle compo- 
sant extrait de 3°, par 3° l'intervalle composant extrait de 3°, et con- 
sidérons ces derniers l'un par rapport à l’autre dans l’ordre Z,, 3/,. En 
opérant sur eux comme nous venons de le faire sur 3°, 3°, et ainsi 
de suite indéfiniment, nous obtiendrons deux suites illimitées 


(8) 3, 3, …, 3, …, 
(9) 3, 3. …, 3, … 


jouissant des propriétés ci-après : 1° dans l’une quelconque de ces 
suites, chaque intervalle complexe fait entitrement partie du précé- 
dent; 2° celui de rang g est formé d’intervalles simples ayant pour 
«randeurs respectives les valeurs absolues de 


Yon Von 
’ 29-1 





27-1 

ou de 
‚ „ rn " 
N’—2, V-y 





>] eoery 


selon qu’il s’agit de la suite (8) ou de la suite (9); 3° quelque valeur 
que l’on attribuc à l’entier g, les deux intervalles 9_, 3, contiennent 
respectivement deux points satisfaisant à la condition (7). 
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Cela posé, nous designerons par (u’), la variante complexe ayant pour 
coordonnées les valeurs extrêmes minima des n intervalles simples 
qui constituent 3°, par (w”), la variante complexe ayant pour coor- 
données celles des n intervalles simples qui constituent 3°, et nous 
démontrerons successivement les points suivants : 

1° La variante complexe (u'), tend vers une limite (v') située dans l'un 
quelconque des intervalles (8) : car la distance des deux points (w’},, 
(u )g+r, inférieure à 


(10) a + +, 





est infiniment petite pour g infini, et le point (w),,, reste compris, 
quel que soit r, dans l’espace complet 3, (5). 

On verra de même que la variante complexe (u"), tend vers une 
limite (v"), située dans l’un quelconque des intervalles (9). 

2° Chacun des points (v'), (u”) est nécessairement situé dans l'espace 
donne. 

Effectivement, si le point (v’), par exemple, n’en faisait pas partie, 
l'intervalle 3, contiendrait nécessairement, en même temps que (v’), 
quelque point de l’espace dont il s’agit, et la distance de (v’) à un 
pareil point pourrait ainsi devenir inféricure à la quantité (ro), par 
suite à toute quantité donnée. Or, c’est là une conclusion absurde, 
puisque l’espace donné est complet, et que le point (v’), s'il n'y est 
pas compris, ne peut lui être que complètement extérieur (2). 

3° Les différences formées avec les coordonnées semblables des points 
(u), (u”) ne peuvent être numériquement supérieures à pr. 


Soient 


celles d’un point quelconque commun à J, et à l’espace donné; 
a, y", 


celles d'un point quelconque commun à 3° et à l'espace donné. La 
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relation 
ed = (8"— 2") — (8'— 2') + (x — x!) 


donne immédiatement 


val. num. (£”— =’) < val. num. (&°— x”) + val. num. (£' — r') 
| + val. num. (z’— .r'). 
Or on a, en valeur numérique, 


X"—r, X!— x 
Er — z"< 0, e— .r'< 0 


et d’ailleurs les points (x', y’,...), (x”,y”,...) peuvent toujours être 
choisis de telle maniere que les differences formées avec leurs coor- 
données semblables tombent numériquement au-dessous de u. Il en 
résulle 


val. num. (X’— x”) val. num. (X'’— .r' 
Ka), Kor), 


. dl t 
val. num. (£"— &’) < 91 Ks 


29-1 


inegalite dont le premier membre est une constante, et dont le second 
tend vers u pour g infini; il est denc impossible que la constante en 
question soit supérieure à u. 

4° La différence des valeurs prises par la fonction aux points (v'), (u”) 
ne peut être numériquement inférieure à kh. 


Si l’on pose, pour abréger, 


Ie, Vs) — f(x", ÿ', ...) = A, 
Sen, ...)— f(x", y', ...) = A, 
SE, n’,..)—fla’,y’,...)=A, 


on a . 
fie, n”, .) — f(E!, n', . .) —A—A'+ A’, 


d’où 
val. num. [f(&’,n”, ...)—f(&,n', ...)]2 val. num. A — val. num.(A'— A”), 


et à plus forte raison 


| val. num.[/(&’,n", ...) —f(&, 0’, ...)] 


> val. num. A — val. num. A’ — val. num. A’. 


(11) 
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Or il résulte de la continuité de la fonction f(z, y, ...) et des inéga- 
lités (numériques) 


„ n ! ’ 
vr tc MT gr ge X T0, 
„ ” , 
nl ne X Yo, n’ 1e Y do, 
y = 997-1 Jy - 99-1 


qu'à partir d'une valeur suffisamment grande de g, les deux dernières 
différences A’, A”, figurant dans le second membre de (11), tombent 
numériquement au-dessous d'une quantité donnée, si petite qu'on la 
suppose. D'ailleurs, les points (a’, y’,...) et (x”, y”,...) peuvent tou- 
jours être choisis de telle façon que la premiere A ne soit pas nume- 
riquement inférieure à À. On aura donc 


val. num.[f(Ë",n",...)—f(£,n, ...)]>2 —p, 


en désignant par p une quantité positive aussi petite qu'on le voudra. 
Dès lors, la constante qui forme le premier membre de cette dernière 
relation ne peut tomber au-dessous de À. 


III. Adoptons pour un instant la conclusion contraire à celle de 
notre énoncé général, et admettons qu’en désignant par À une con- 
stante positive convenablement choisie, et par u. une quantité positive 
arbitraire, il existe toujours quelque groupe de deux points satisfaisant 
à la condition (7). | 

D'après l'alinéa précédent (II), il existe alors une variante com- 
plexe 


(dm — (Ts vm gee eg Ins Fm ° .) 


de nature telle : 1° que es deux points 


(m = (Uns Yin ...) 


(ya — (Lins Yims .. .) 


tombent constamment dans l'espace proposé; 2° que les coordonnées 
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ge) 


de ces deux points vérifient les relations simultanées 
nel 
val. num.(xz,,— 2m) = mn” 


n ryac À 
val. num. (¥m— Ym) = m’ 


val. num. [f (Line Yms ee) — S (ns Vimy + -)]2- 


La variante (v), restant toujours dans un même fragment limité de 
l’espace à 22 dimensions, une variante 


(vw), = (Hat, y, A, Ay, wee), 


convenablement extraite de (v)„, sera convergente (6), par suite aussi 


les deux variantes 
(0), = (ME, (A) y!, ur .), 
(oh (Mar, My, ...). 


D'ailleurs, ces deux dernières tendent vers une limite commune : car 


les différences 
(A) ap” — Nr, CE yy — y, 


sont infiniment petites pour # infini, puisque les differences 
Tm— Ls Ym —Yms 


le sont elles-mémes pour m infini. Enfin, cette limite commune est 
necessairement située dans l’espace donné, qui par hypothese est 
complet (5). De ces circonstances, jointes à la continuité de f(a, y, ...), 
il résulte (8) que les deux quantités 


aa, My...) far, My", 2.) 


tendent vers une même limite pour # infini, et par suite ont une ditfé- 
rence infiniment petite, ce qui est impossible : car alors, et contraire- 
ment à ce qui précède, la différence 


S (Zins Yims ...) — (Eins Yom ...) 


serait numériquement inférieure à A pour des valeurs convenablement 
choisies de m. 
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10. Lorsqu'une fonction est continue dans un espace limité et complet, 
sa valeur numérique y reste constamment inférieure à quelque quantité 


fire. 


Soient a un nombre positif choisi à volonté, et 5 un nombre positif 
remplissant les conditions indiquées par l’énoncé du numéro précé- 
dent. L'espace donné, étant limité, se trouve entièrement contenu dans 
quelque intervalle complexe (6, II), et celui-ci d’ailleurs peut être 
subdivisé de telle facon que, pour deux points choisis à volonté dans 
l'un quelconque des intervalles partiels résultant de cette subdivision 
(6, II), les différences formées avec les coordonnées semblables soient 
toutes numériquement inférieures à ß. Si, désignant alors par g le 
nombre des intervalles partiels qui contiennent quelque point de l’es- 
pace donné, on choisit à volonté un semblable point dans chacun 
d'eux, et que l’on nomme M la plus grande des g valeurs numériques 
correspondantes de la fonction, il est clair qu’en un point quelconque 
de l’espace dont il s'agit la fonction sera numériquement inférieure a 


M + a. 


11. Sc la fonction f(x, y,...) est continue dans un espace limite et 
complet, et si la différence f(x, y,...) — C, où C designe une constante, 
y peut devenir numériquement inférieure à toute quantité donnée, la fonc- 
lion f(x, y, ...) atteint certainement la valeur C en quelque point de l'es- 
pace dont il s'agit. 

I. A toute quantité positive w, on peut faire correspondre, suivant une 
loi déterminée, un point de l'espace donné où la valeur numérique de 
JI(xz,y,...) — Une surpasse pas w. 

Nous poserons 

flr yy...) —C=F (a, 7, ...), 
fonction évidenrment continue, comme /(2, y,...), dans l'espace 
donne. 

Pour la même raison qu'aux n°9 et 10, il existe quelque intervalle 
complexe 3, dans lequel l’espace donné se trouve entièrement com- 
pris. Divisons en deux parties égales chacun des intervalles simples 


Ly a \, Yo a Y, .….. 
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dont le premier membre est dès lors infiniment petit pour 7 infini. La 
rariante (6), ne sortant jamais d’un espace limité, une variante 


Gr (rt, 78,0), 


convenablement extraite de (v)„, sera convergente (6), et rendra la 
quantité F(x®,y®, ...) infiniment petite pour # infint; sa limite 


(=, H, ...) 


sera d’ailleurs située dans l’espace donné (5). Enfin, à cause de la con- 
tinuité de la fonction F(:r, y, ...), la variante (simple) F(x=®,y",...) 
aura pour limite FCS, H,...)[8 |, d'où résulte 


F(Z,H,...)—o 
ou 
f(=, H,...) = C. 


12. Sc la fonction f(x, y,...) est continue dans un espace limité et 
complet, on y peut assigner a sa valeur algébrique une limite supérieure 
el une limite inférieure, dont chacune est atteinte par la fonction en 
quelque point de l'espace donne. 


Il résulte évidemment du n° LO que l’on peut assigner quelque inter- 
valle (simple) dont la valeur extrême minima soit surpassée (algébri- 
quement) par f(x, y, ...) en quelque point de l’espace donné, tandis 
que la valeur extrême maxima ne l’est jamais. Si l’on divise en deux 
parties égales l'intervalle dont il s’agit, il existe un de ces intervalles 
partiels et un seul jouissant de la même propriété. Sur celui-ci on peut 
raisonñer comme sur le précédent, et ainsi de suite indéfiniment. On 
formera, de cette manière, une suite illimitée d'intervalles 


(13 ) A; a Ai. Aa a Ag, oe eg Am a Ans *9 


jouissant de la triple propriété que nous allons énoncer : 1° chacun 
d’eux est entierement compris dans le précédent; 2° la difference 


A —a e a . . 
A,, — a„ a pour valeur ——; 3° la valeur extrême minima de chaque 
2 





intervalle est surpassce par la fonction en quelque point de l’espace 
donné, tandis que la valeur extréme maxima ne l'est jamais. 
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Il résulte des deux premières propriétés que A, tend vers une 
limite comprise dans chacun des intervalles (13). Cette limite ne peut 
être surpassée par la fonction en aucun point de l’espace donné; car 
alors A,, finirait par tomber au-dessous de quelque valeur de la fonc- 
tion. Enfin cette limite est certainement atteinte en quelque point du 
même espace; car autrement l'intervalle de a,, à A, comprendrait, en 
même temps qu'elle, quelque valeur de la fonction, et cette dernière 
s’approcherait indéfiniment de la limite en question, ce qui est impos- 
sible, à moins qu’elle ne l’atteigne (11). 

Il existe donc une limite supérieure satisfaisant aux conditions 


énoncées, et l’on prouverait de même l'existence d'une limite infé- 
rieure. 


Principe fondamental de la théorie des équations algébriques. 


13. Nous nommerons premier et second element de l'imaginaire 
a’ + 1a” les deux quantités réelles a’, a”. 
Si aux n variables 


(14) r=.r'+ir, y=yr+ü", 


on attribue tous les systemes possibles de valeurs imaginaires, les sys- 
temes de valeurs réelles que prennent alors leurs éléments redonnent les 
divers points de l’espace indéfini à 27 dimensions. Il arrive d’ailleurs 
sans cesse que l’on ait à considérer exclusivement dans telle ou telle 
question les systèmes de valeurs des 7 variables (14) fournis par tel 
ou tel groupe de conditions subsistant entre leurs 22 éléments. 

Dans les questions qui comportent la considération de r variables 
imaginaires, et par suite de l’espace à 22 dimensions, on désigne un 
point quelconque de ce dernier tantôt par les 7 valeurs imaginaires 
attribuées aux variables dont il s’agit, tantôt par les 27 valeurs réelles 
attribuées à leurs éléments. 


14. Considérons une fonction de.n variables imaginaires f(a, y, ...), 
définie dans un fragment déterminé de l'espace à 22 dimensions, et 
désignons par (xy, Yo, ...) un point fixe, par (æ,y,...) un point va- 
riable, situés l’un et l’autre dans le fragment dont il s’agit : la fonction 
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sera dite continue au point (&,, Yo, ...) du fragment, si, un nombre 
positif x de petitesse arbitraire étant donné, on peut assigner un 
nombre positif 3, tel que la différence 


(2,7 ...)— f(Los Yo ...) 


Var... 


LA 


soit de module inférieur à a lorsque les différences x — x,, y — 
sont toutes de modules inférieurs à 8. 

La fonction sera dite continue dans le fragment considéré, si elle l'est 
en chaque point du fragment. 

Par exemple, une fonction entière de n variables imaginaires est con- 
tinue dans tout l'espace à 2n dimensions. 


15. Il est clair que les deux éléments d’une fonction de n variables 
imaginaires, et par suite aussi son module, sont des fonctions réelles 
de leurs 2n éléments. Cela posé, lorsqu'une fonction de n variables ima- 
ginaires est continue dans un fragment donné de l'espace a an dimen- 
sions, son module, considéré entre les mêmes limites, est une fonction con- 
tinue des éléments des variables. 

Soient en effet f, et f les valeurs respectivement acquises par la 
fonction donnée au point fixe 


(Los Yo» ee .) = (2, + iX Yo + LY os .. .) 
et au point variable 
(x, y, ...)=(x +z", y'+ ty",...) 


du fragment considéré. Puisque la fonction est supposée continue, on 
peut, un nombre positif « étant donné, assigner un nombre positif 6, 


tel que la relation 
mod (f — fo) <a, 


et à plus forte raison la relation 
val. num. (mod f — mod f,) < x 
soit une conséquence nécessaire des inégalités 


mod(z — Zo) < B» mod(y — Yo) < B, 
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Or ıl suffit, pour que ces dernières soient vérifiées, que les differences 
u — 0" — Li, Y — Yo Y'—Y,, ..… soient toutes numériquement 
inférieures à m 

2 


16. Toute équation entière f(x) = o admet quelque racine. 

I. Nous établirons d’abord le lemme suivant : 

St le terme constant k est différent de zero dans l'équation binôme 

rm À = Oo, 

ul existe quelque valeur de x rendant le module du premier membre infe- 
rieur a celui de k ('). 

1° Notre lemme est vrai pour une équation binôme de degré impair 
Mm=2Uu-1. 


Designons en effet par 4’ et A” les éléments, non nuls à la fois, du 
terme constant X, et par § une quantité réelle provisoirement indéter- 
minée. Pour a = &, le module du premier membre devient 


(15) VOA + Em )P KE; 
pour x = 4%, ce mème module devient 
(16) VRR RE. 


Si donc X n’est pas nul, l’expression (15) montre que la valeur x = § 
satisfera aux conditions de l’énoncé, pourvu que 8 soit de signe con- 
traire à A’ et que sa puissance m'*™ lui soit numériquement inférieure ; 
sik” n’est pas nul, l'expression (16) fait voir qu'il suffit de prendre 
x — 1%, en choisissant pour § une valeur de signe contraire à (—1)*k’, 
et dont la puissance m'*™ soit numériquement inférieure à #”. 


2° Toute equation binôme du second degré admet quelque racine. 


Effectivement, soit 
za a + ta" 


(1) La démonstration de ce lemme est empruntée au Nouveau Précis d'Analyse infinite- 
simale de M. Méray (p. 70 ot 71). 
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l’equation considérée, oü a’, a” designent des quantités réelles. Si « 
et a” sont nuls tous deux, l’equation est vérifiée pour x = o. Si a*seul 
est nul, elle l'est pour x = ya’ ou pour = iy— a’, suivant que a’ 
est positif ou négatif. Enfin, si a” n’est pas nul et que x désigne le mo- 
dule de @ + za”, l'équation est vérifiée pour 


a+ a! . a2— a’ 
c= —- 
2 2 











ou pour 





suivant que a” est positif ou négatif. 

3° Notre lemme, démontré pour une valeur impaire de m, est vrai pour 
une valeur paire. 

On peut poser, en effet, m = 27u, u étant impair. D'après ce qui 
précède (1°), (2°), il existe une valeur #, vérifiant l'inégalité 

mod( A+ 4) < mod#, 
puis des valeurs £,, ky, ..., &,,, vérifiant les égalités successives 
KE = k,, « I: = Ay, ug Koss — Ag, 

de la combinaison desquelles on déduit 


21 
hou = ky. 


Il en résulte évidemment 


mod (A7)% +k) <modk. 


q+ 


II. L'équation du premier degré ax + b=o étant vérifiée pour 
b . . . . a se . 
x = — „il suffit de faire voir que, si le théorème est vrai jusqu'au 
degré m — ı inclusivement, il est encore vrai pour le degré m. 
Considérons donc une équation entière de degré m 
Jr) =o; 


designons par 9 le module du terme constant et nommons R une quan- 
tité positive, telle que le module de /(x) soit supérieur à 9 pour toute 
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valeur de x = x’ + 1x" de module supérieur à R. Dans l’espace limité 
et complet que définissent les relations 


— R Tr TR, — RE ri R 


(6, IL), la plus petite valeur du module de f(.r) (12) (13) (14) (bo) 
est au plus égale à 9, et il résulte de là que, si l’on considère toutes les 
valeurs possibles de la variable imaginaire x, le module de la fonction 
atteint, pour quelqu'une d'entre elles, une valeur au-dessous de la- 
quelle il ne tombe jamais. Nous avons à démontrer actuellement 
qu'une pareille valeur est de toute nécessité égale à zéro, et il suffit 
pour cela de faire voir que si une valeur x, n’annule pas notre fonc- 
tion entière, il existe quelque autre valeur de x rendant le module de 
la fonction inférieur à celui qu'elle prend pour x,. 

Or, en faisant « = x, + het développant par la formule du binôme 
les divers termes de f(x, + À), ona 


(17) [( tot h)=f(2o) Afi (09) +... + LP (0), 


h(x), fo( x), +65 fntx) désignant certaines fonctions entières de de- 
grés respectifs #2 — 1, m — 2,..., 0, et dont la dernière, /,,(.c), est 
précisément le coefficient du premier terme de /(x). Dans le second 
membre de (17), les coefficients extrêmes /(x,), fn(2») sont done 
l'un et l’autre différents de zéro. 

Cela posé, si tous les coefficients intermédiaires sont nuls, il existe (1) 
quelque valeur de A rendant inférieur au module de /(:r,) celui de 


le fn (Lo) +S (Lo) = (ro Rh). 


Si tous les coefticients intermédiaires ne sont pas nuls et si lon sup- 
pose que /,(x,) soit le premier différent de zéro, la formule (17) 


devient 
Sa th) =f (to) + RP fp (re) ++ afin (ao) 


Posons maintenant 


? Ly) Sp (r ) fin (Ta) 

all) = Jr Cro) + J Pte 0 } + Of" 

PO C5 Sr) ft) 

et soient uw la racine p*™ du module de en N une constante supe- 
p\ Xo 


rieure au module de z(A) pour toutes les valeurs de 2 de module infé- 
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rieur à gt ('), enfin H une quantité positive à la fois inférieure à r et à 
San’ Il est facile de voir que le module de f(x, + À) sera forcément 
inférieur à celui de /(x,), si l’on prend pour À une valeur vérifiant 
léquation entière 

(£0) 

hy =— HP = -—— 
Sp(%o)- 


dont le degré p est supérieur à zéro et inférieur à m. On a effective- 
ment, en pareil cas, 


S(Lo+ h) = (1 — HP) f (20) + AP** ft) 9 (2), 
d’où 
mod f(2,+ 4) £ mod f(x) 1 — HP + mod[ Art! 9(h)]| 
< mod /(z,) [1 — HP + Npet! H+], 


D'ailleurs, à cause de H< Na la quantité entre crochets qui figure 


oo) 


dans la derniere relation est inférieure à l’unité, et il en résulte 


mod f(z) + À) < mod /(2z,). 


(!) Il suffit de prendre N supérieur à 


Jo+1(ro) fp+2(20) m--p—1 d m( Xo) 
mod Tr) + p mod ES) +... pm-p-1mo fre 


SUR LES 


DISSOLUTIONS D'UN SEL MAGNÉTIQUE, 


Par P. DUHEM. 


Il ne parait pas que les proprietes d’une dissolution formee par un 
sel sensible à l’action de l’aimant aient été jusqu'ici l’objet d’aucune 
étude théorique. La Thermodynamique, cependant, fournit une dé- 
ınonstration très simple de quelques-unes de ces propriétés; certaines 
des conclusions auxquelles elle parvient paraissent susceptibles d’une 
vérification expérimentale. C’est à l'exposé de ces conséquences de la 
Thermodynamique que sera consacré ce Mémoire. 


$ I. — Potentiel thermodynamique d'un système aimanté 
renfermant une dissolution. 


Le potentiel thermodynamique interne d'un système aimanté peut 
se mettre sous la forme suivante : 


F=E(T—T2) +5 + FOR) de. 
Dans cette formule, 


E est l’équivalent mécanique de la chaleur; 

T est la température absolue ; 

Y est l'énergie interne que possederait le système si on le ramenait à 
l'état neutre magnétique ; 

& est l’entropie qu'il posséderait dans les mêmes conditions; 

3 est le potentiel magnétique; 

om est l'intensité d’aimantation en un point de l’élément dv; 

F$(r) est une fonction dont la forme dépend de la nature de la sub- 
stance qui compose l’element dv; 
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le signe { enfin indique une intégration qui s'étend à tous les élé- 
ments de volume du système. 


Ce potentiel thermodynamique interne ne figure jamais, dans aucune 
question, que par sa variation; il en résulte que l’on peut, sans incon- 
vénient, y supprimer tous les termes qui sont assujettis à demeurer 
constants. 

Supposons le systeme formé d’aimants permanents 1 et d'un corps 
parfaitement doux 2; soit de, un élément de volume des aimants per- 
manents; soit dv, un élément de volume du corps parfaitement doux ; 
l’aimantation a pour composantes .t,, %,, ©, en un point du premier 
élément, ct 4,, vb,, ©, en un point du second; soient ©, la fonction 
potentielle magnétique des aimants permanents et ©, la fonction po- 
tentielle de l’aimantation distribuée sur le corps parfaitement doux. 


Nous aurons 
av, dv, av, 
y= - ols VW y — dy, 
Fa of (aa Sot im E+ Qs, ) 


Ov, 00, aw ) 
+ fe 2 Or, +, + Le Oa, dv, 


I , OW, IV, a dv, , 
+: [eg + > + Le Oz 2) di 











Mais les aimants permanents ayant une forme et une aimantation inva- 
riables, la quantité 


1 ff v) Ù V, 
/(: QU y 0 oo A a) de 
2, Ly OY; 03 


demeure absolument invariable, ce qui permet d’ecrire 


_ JU, IV, 90, 
j= 5 Ls + Wb, — or + Le — FE ") des 


OV, a IVs, 
+ Se + Va dy tg, 2) as, 


LY 


en négligeant, comme nous l’avons dit, les termes constants. 

Nous admettrons que les aimants permanents sont formes par une 
substance de constitution invariable, tandis que le corps parfaitement 
doux aura une constitution variable; ce dernier sera formé par une 
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dissolution dont la concentration pourra être différente d’un point à 
l'autre au même instant et d’un instant à l’autre au même point. Cette 
dissolution sera incompressible, de telle façon que la densité en chaque 
point dépende uniquement de la concentration au même point. En dé- 
signant par s cette concentration, on pourra écrire 


E(Y—TZ)— / @(s) dey, 


®(s) étant une certaine fonction de s dont il n’est pas utile pour le 
moment de préciser davantage la nature. 
L’aimantation des aimants permanents étant invariable, on peut 
réduire .. 
FOR) de 


à la quantité u 
Sf FM, s) dey. 


De ces diverses considérations il résulte que, le potentiel thermodyna- 
mique interne d’un systeme formé par des aimants permanents et une 
dissolution magnétique peut s’écrire 


j= Id, Lo AU 
| ef = ft dx; + 1 Wi 2 Oys + © oa 03; ) ds 2 
(1) « I » dv, at ID, 2, , 


+ to) +4 (an, 9) dre. 








S IT. — Aimantation d'une dissolution magnétique. 


Imaginons que les composantes «\,, %,, €, de l’aimantation aux 
divers points de la dissolution éprouvent des variations arbitraires 
Odo, OUbg, 022. Le potentiel thermodynamique interne, défini par l’e- 
galite (1), subira une variation donnée par l'égalité 


Xe 


+ pee + D.) 
OY 

+ 1: +D0,) 
02, 


dd IN 
e 1 OITL a 
9 aa ? 2 | OV, 


IF, Ss) |? A. 
— [I pa 


DU IM 


+ IFA, s) s) x | 323 de, 


JR 
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Cette variation doit, pour l’équilibre, être égale à zéro, quelles que 
soient les quantités 6.45, 6%,, 62,. On doit donc avoir, en tout point 


de la dissolution, 
0(0,+ Ci) 
rr es | 


doy = — FÜR, 8) —— 
O(U,+ Où) 
h,——F M, —1) 
(2) | Vog ( S) dy: 
=> _ AU + Us) 
C,—=—F(I,s) LE, 
égalités dans lesquelles on a posé 
dire 
(3) F(M, s) = — FETE PS 
IM 


La fonction F(on, s) est la fonction magnetisante. Un cas approximatif 
intéressant est celui où elle se transforme en un coefficient d’aiman- 
tation indépendant de l'intensité d’aimantation. 

Ce coefficient dépend de la concentration de la dissolution. Il peut 
arriver que le dissolvant, pris à l’état de pureté, soit tellement peu 
sensible à l’action de l’aimant qu'on puisse, sans erreur notable, le 
regarder comme non magnétique; c’est ce qui arrivera, par exemple, 
pour l’eau, si l'on compare son aimantation à celle d’un composé fer- 
rugineux en dissolution. Dans ce cas, du moins pour les faibles concen- 
trations, on peut regarder ce coefficient comme proportionnel à la 
concentration. Les équations (2) deviennent alors 


(0, +0V,) 
ee | 


\ dx; 

(4) ; ok Ait Ds) 
Oy: 

| e,=— Kit Ds), 
<3 


K etant un coefficient qui dépend de la nature du sel dissous et de la 
temperature. | 

Ce coefficient est, en général, assez petit; il en est alors de même 
de «L:, w,, 2, et partant de vw, ; de sorte que, si l’on neglige les termes 
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de l’ordre de K* devant les termes de l’ordre de K, les équations pre- 
cédentes prennent la forme approchée 








Joy — —Ks 2, 
OL, 
(5) he = — Ks 20, 
| > 
OD 
Te — Ks Oa . 


D’une maniere generale, on a 


IT JR 
6 (i — —_— . 
(6) F(AT,s) J FOI, 5) 


Dans le cas particulier où l’on a 


F(M,s)=Ks, 
cette relation devient 

. IT: 
(7) FM, s)= Rz‘ 


S III. — Conditions d'équilibre d'une dissolution magnétique; 
conditions hydrostatiques. 


Une dissolution magnétique 2 est soumise à l’action d’aimants per- 
manents 1. Aux divers éléments dw de la surface déformable qui limite 
cette dissolution sont appliquées des pressions normales P dw. Aux 
divers éléments de volume dy de cette dissolution sont appliquées des 
forces extérieures. Les composantes de la force appliquée à l’ele- 
ment dv, sont 


. OV 
X =— p(s) On, dvs, 


, OV 
Y=- p(s) 3; tr 
, OV 
Z = — p($) g— der, 


c(s) étant la densité en un point de l’element dv,, et V une fonction 
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uniforme finie et continue de x2, y2, 32, fonction dont la forme ne 
dépend pas de la figure du fluide. 

Ces dernieres forces extérieures admettent un potentiel qui est 
donné par l’expression | 


(8) W = fp(s)Vas, 


les sommations s’etendant au volume entier du fluide. 
Cherehons 4 quelles conditions la dissolution considérée pourra de- 
meurer immobile. 


Pour que l'équilibre soit assure, il faut et il suffit que, dans toute défor- 
mation virtuelle imposée au fluide, la variation éprouvée par le potentiel 
thermodynamique interne du fluide soit égale ou supérieure au travail ef- 
fectué par les forces extérieures. 


Si Fon désigne par $ le potentiel thermodynamique interne du fluide, 
par de, le travail des forces extérieures, cette condition s’exprimera 
ainsi | 

8F> ae, 
ou 


(9) 67 — d&,>0. 


Dans le cas particulier où la déformation virtuelle imposée au fluide 
est renversable, c’est-à-dire où l’on obtient une nouvelle déformation 
virtuelle en changeant tous les signes des déplacements que les divers 
points éprouvent dans la premiere, le signe d’inegalite doit évidem- 
ment disparaitre de la condition précédente, qui devient 


(10) 6% — d&, — 0. 


Le travail externe de, est la somme du travail de, effectué par les 
pressions que supporte la surface du fluide et du travail dé, des forces 
appliquées à ses divers éléments de volume 


(11) do. = d&, + de. 


Nous avons d'ailleurs 


(13) de, = S P[ucos(N;, z) + ¢cos(N,, y) + cos(N;, 3)] dw, 
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u, v, w étant les composantes du déplacement d’un point de l'élé- 
ment dw; N, étant la normale à cet élément vers l'intérieur du fluide, 
et l'intégrale s'étendant à la surface déformable qui limite le fluide. 

Le travail de, est égal à la variation changée de signe de la quan- 
tite W. Si ¢s est la variation que subit la concentration au point 
(29, Vos 22); Si u, v, w sont les composantes du déplacement du point 
matériel qui avait pour coordonnées initiales x,, y,, 3,; Si nous re- 
marquons enfin que 

ad = (sz + ~ + = ) dv, 

nous aurons 


» vap(s) „ 
de. = = [ 5 95 dés 


° “OV OV UV 
— | p(s){ Sou + Oy + w) dey 


— (Ves) (Se + +5 + + SE) adv, 


dp(s) ( à: Os R No, 
-{v ds (Zur + Zw) dey 


Les égalités (11), (12), (13) nous fournissent l'expression complete 
de de.. 

Calculons maintenant la variation 63 subie par le potentiel thermo- 
dynamique interne de la dissolution. 

D'après l’egalıte (1), on peut écrire 


(13) 





(14) Ôf—A+B+C, 


les trois quantités A, B, C ayant les significations suivantes : 


A= à f(s) dos, 
B= a ft, nav, 

dv, L, dv, = AD, . 
C= af (get +8, 0 + £452) de, 


sf, Ov, a0, — , dU, 
| +48 f(uT +. ee) des. 


(16) 


~ 











; 
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Calculons successivement les trois quantités A, B, C. 


ı° Calcul de À. — Le calcul de A est facile; le volume de l’élément 


dv, augmente de 
9 dv =(5 4 Oe ow dv 
* \ Oz Oy2 9=.) “ 


En même temps, la concentration en un point de cet élément augmente 
de ös. On a donc 


pe role le 


| + d @(s) / 95, 05 ,, 05 ds 
J ads Ox oy 03 à 


(16) 


2° Calcul de B. — Supposons que, dans la déformation du fluide, 
chaque élément entraine avec lui son aimantation sans que celle-ci 
change de grandeur ni de direction; ot demeurera invariable, et l’on 
aura simplement 


B — FF ds + FÜR, (+; + — oc +) |e 
Kg 
FM, s) ds ds, 
+[® Is Fr er dre 


3° Calcul de C. — La quantité dont C est la variation dépend uni- 
quement de la forme du fluide et de l’aimantation de chaque el&ment 
de volume. Donc, pour calculer C, on peut calculer la variation subie 
par la quantité en question dans une série quelconque de modifications 
amenant les éléments dont il s’agit du même état initial au même état 
final que la modification considérée. 

Soient 








(17) | 


V (fig. 1) le volume occupé par le fluide avant et apres la modification ; 

V, le volume qui était rempli par du fluide avant la modification et ne 
l'est pas après ; 

V, le volume qui n’était pas rempli par le fluide avant la modification 
et l’est après. 


Il est aisé de voir que, en négligeant les infiniment petits d'ordre 
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supérieur, la modification considérée pourra être regardée comme ré- 
sultant des modifications suivantes : 





1° En tout point du volume ¢, = V + V,, on donne à .4,, %,, ©, des 




















variations 

by O-log OL, db: \ 

0-4, = — U+ "+ w)], 
“ (SE OY, Os, / 

5 ows Ju! I, 

ows, = — ut Kt | tu), 

OX, OY: 03, 

a Le JT Le 

02, = — | —u+ iv + mw). 
° (oo OY, 03; ) 


2° On supprime ce qui se trouve à l’intérieur du volume V,. 

3° On remplit le volume V, par une masse de fluide aimanté dont 
l’aimantation en chaque point ait sensiblement même grandeur et même 
direction qu'aux points du volume V infiniment voisins de celui-là. 

On a alors | 


(18) C=C'+C'+ €", 


/ " 


1, C”, C” étant les quantités analogues à C relatives à ces trois modifi- 
cations partielles. 

Si le volume et la forme du fluide demeurent invariables et si, en 
même temps, 2, wha, ©, subissent des variations quelconques à, db, 
62,, on sait que la quantité 
fa 7 + Ub, oy + La =) dv. + =f (a Te + ub, We + €: 5) dv, 
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subit une variation 


(O,+ 0) 3 O(U,+ Os) a, + 2i+ Og) 32, | 
FE OA, + mg ° lb, dm — Oe ds ge 


On a done 





C= f} Es Us) ds IVO, + Us) NM, | AU + Ds Ve u 




















OX, OX, Oy: OL, Os. OL, 
KV, + Us) I. | A(O,+ Vy) AH, | A(O, + Ds) | | 
+ | dt, MM Oy; Oy, 03; Mm 
IVO, + O,) deb; JO + Ug) Obs AU + D,) | dy. 
+ | On, 05; + OY» 05, + Os, 054 " Ar: 


ou bien 























7 | @ | KO, + Uy) OO, +04). O(O, + =] 
(= — el — 5, — Te er Es 
f} 0 Lol ? OL, His OY: +e Sr “ 
+ ae wy I(V,+V,) Hub, UV, + Uy) +5, mV, + Ws) R 
OY Ors OY» 3, 
0 I(0, + Us) (UV, + D) d(U+0:) |} 
vg ——-——-— _-+ Why +5 dy 
10) + Os | is Or, + Voe dr + Se — Uz, | (A ve 
19) ¢ 








(VO, +0.) , (VO, + U4) (UV, + D) 
+} E Ox? +: Or, 0Y: + € OL, O54 I 
\ 0? (0, + Oy) u AU, + Us) Od, +U:)] 

2 ats OY ay} er OY, O52 
DU(Wp+ Vs) OO, Us)  n POP] | 
+ [AE Ton + gag DA Kol 


Si l’on désigne par dw, l’un des éléments de la surface w qui con- 
finent au volume V,, on verra facilement que 


r \ d(Ui+ Us) JU +) 2,90 +0) 
(20) " =-§ |: oa, + Whe Oy's Bu Os, | 


x [ucos(N,, r) + 6 cos(N,, y) + # cos(N;, 5)]du,. 
De mème, si dw, désigne un élément de la surface w contigu au vo- 
lume v,, on aura 
. O(O,+ Us) (OU, + Us) d(Ui + 04) 
P—— vo — — — : De — Ce 
(21) |" S | +: dr, m OY: + O32 | 


x [ucos(N,, x) + vcos(N;, y) + wcos(N,, 3)] dors. 


EE 
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Les égalités (2) donnent 

















bs J(O, + Oy) u, (D, + Oy) &, + Os) __ on? 

| OX, ° Oy: 03; nu FÜR, s) 

Ls J?(O,+0,) Lh 0?(0,+0,) Le, Ares) _ _ _ FOR, s) 0 JR |? 
0x? Or, OY? Te O53 2 Ox,|F (ON, s) 

1 OO), (VIH) 5 O(U,+0,) ___ FOR, s) 9 JR |? 

92, OY gr In 2 Ov, | F(OR,s). 

L 072(O,+0,) the (VO + Os) a P(Ui+Us) _ __F(OR,s) d IT 2 

i, OL, 03; rt Os. +: dz? zu 2 Os, F (on, s) 


Moyennant ces relations, les égalités (18), (19), (20) et (21) donnent 


ML? : DT 
= S FOR, 5) [«cos(N;, 2) + ¢cos(N,;, y) + cos(N;, 3)] dw 
d MA af me | à om? I 
- fl "FF LFOR ss)" 03, FoR, 5) | yo? 
N d AM |? d ML 2 Ô OL 2 
— — .) — | — | | op -— | - , DA 
ron) | For | ur | roc) + | sos) " | de 


ou bien, par des intégrations par parties, 


i 


I on? . 
c= - -& FOR, 5) [«cos(N,, x) + sv cos(N,, 7) + 1 cos(N;, :)] dw 
OR: Ou Ov Ow 
u 77 frs We, 5) (+ Oy: on) a " 


I 0 FOM,s) OF(M,s)  aF CN, $) 
+ 2 Se] 5 ur oy "+ Os [a * 


Nous allons maintenant écrire que, dans toute modification du fluide 
compatible avec son incompressibilité et où chaque élément se déplace 
en gardant une aimantation invariable de grandeur et de direction, on 
a, conformément aux égalités ou inégalités (a) et (14), 





(23) A + B + C2? dE, + de.. 


Nous appliquerons successivement cette condition (23) à diverses 
espèces de modifications. 

Imaginons, en premier lieu, que l’on ait tracé à l'intérieur du liquide 
une surface canal infiniment déliée et fermée sur elle-même. Soit Q la 
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section droite de cette surface canal. Par des sections droites équidi- 
stantes et infiniment rapprochées, divisons cette surface canal en tron- 
cons de même volume. Soit d/ la longueur d’un de ces tronçons et 
de, = Q dl leur volume commun. Chacun de ces tronçons gardant une 
concentration invariable et une aimantation invariable de grandeur et 
de direction, faisons-le progresser d’une même longueur 6/ parallele- 
ment à une directrice de la surface canal: nous aurons, pour ce troncon, 


Laissons immobile le reste du liquide. 
Le travail des forces extérieures, donné par les égalités (12) et 
(13), se réduit à 


_ (I 7 OV dy, 


l'intégration s'étendant à la directrice de la surface canal, 

à une ligne fermée quelconque tracée au sein du liquide. 
La concentration de chaque élément de volume et, partant, son 

volume, demeurant invariables, les égalités (16) et (17) donnent 


OV ds, 
RER 7) dl, 


c'est-à-dire 


À — 0, B — o. 


Enfin, l'égalité (22) devient 


= où 0 FÜ, s) dx, OF(M,s)dy, | OF(M, s) ds, 
Caled [ro 5) ee Ox, di T OY: ar | ds, ai | 


La modification est d’ailleurs renversable; la condition (23) devient 

















donc 
SOs IM je. de, 
Il, s) OL, ap(s Yan 
+ or | O FOR, s) | ap(s 5) ov 1. 
OY: zn di 
an POF OM, s) OV ) dz, 
fet] Ton PS); a Ja=o. 


Cette égalité doit avoir lieu, quelle que soit la forme de la courbe fer- 
mée / tracée à l'intérieur du liquide à laquelle s'étend l'intégration. 
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D'après la théorie des intégrales curvilignes, cette condition équivaut 
à la proposition suivante : 


Il existe une fonction Il(x,y, 3) finie, continue et uniforme à l'intérieur 
du fluide, telle que l’on ait, en tout point du fluide, 


nn) M PaAFOM,s) , 1 Dre 209 F(oM,s) EL 
(34) (Fos 7 mr, rs | gs 4+P(s)dV = dll. 


Ce premier résultat obtenu, considérons de nouveau une surface 
canal infiniment déliée, mais aboutissant par ses deux extrémités M et 
M’ à la surface déformable du fluide sur laquelle elle découpe deux 
éléments w etw. Imposons au fluide que renferme ce canal un écou- 
lement ö/ allant de M vers M’, écoulement soumis aux mêmes restric- 
tions que le précédent. 

Pour l'élément w, la quantité 


PTucos(N;, x) + e cos(N;, y) + 6 cos(N,, 5)] dw 


a la valeur 
Podlcos(dl,N;) = PQ dl. 


Pour l'élément w’, cette même quantité a pour valeur 
P' w! öl cos(ö4, N) =— P'Q 61, 


Par conséquent, epee les “gie (12) et (13), ona 


' n Ov V Ti + ov v ays IV v ~ À a 
Gc — |p ! 


Les égalités (16) et (17) donnent encore, comme dans le cas précé- 
dent, 
À = 0, B = o. 
Enfin l'égalité (22) devient 
on? on’? 
aF(IR,s) 2F (dN, s’) 


x 
+if | ol NE dx,  OF(O,s)dy, OF(R,s) a alle 3. 
2J, LFOR,s) OL, dl ov, dl 03; 


c= 





La modification virtuelle imposée au fluide est encore une modifica- 
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tion renversable, en sorte que la condition (23) devient 








om? on’? , 
2F ON, s) 7 —P— FOR Sr 
FE een. N ap OV | des 
F(OR, s) Ox dz,\ dl 
on :IF(M, SL dy, 
” Fos FÜR, Fon Mm 9, Ar, 
M- 2 JF(M, s) | dz, 
+ ran] da, + PLS 55 aja= 0 
ou bien, d’après l'égalité (24), 
~ on? m , M’? 
(29) PH PH Fon 
D'où cette nouvelle proposition : 
La quantité 
AM? 
> — — 
PH ons) 


a la mème valeur en tout point de la surface déformable du fluide, ce 
qu’exprime l'égalité 

OT? - 
(26) P+ oe =: 

Les conditions d’equilibre (24) et (26), que nous venons d’obtenir, 
ont été déduites de l’etude de modifications renversables ; considérons 
maintenant une modification non renversable définie de la maniere 
suivante: 

Une surface canal, de section Q, part d’un point M pris à l'intérieur 
du fluide pour aboutir à un point M, de sa surface déformable; cette 
surface limite un canal infiniment délié; à chaque élément dv, = Q dl 
de ce canal, on impose un écoulement ¢/ de M vers M,, de manière 
qu'une cavité, de volume & Ô/, vient se creuser autour du point M. 

Dans ces conditions, les égalités (12) et (13) donneront 


M 
, zu OV dr, OV avs OV ds, 
pa r > —— 
de, + de, = — [Piaf p(s) (Sz I +5 a + 95, a) | Dal 


P, étant la pression au point M, de la surface deformable. 
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Les égalités (16) et (17) donnent encore, comme dans le.cas pré- 
cédent, 


Pour déduire C de l'égalité (22), on doit remarquer que la surface de 
la cavité qui s’est creusée dans l’intérieur du fluide doit ètre regardée 
comme faisant partie de sa surface deformable; soit & un élément de 
cette surface, et cherchons la valeur de l’intégrale 


I INT? : 1 
= S rou [ucos(N;, 2) + vcos(N;, y) + wcos(N;,s)]d®, 


étendue aux éléments de cette surface; N; représente la normale vers 
l'intérieur du liquide et par conséquent vers l’exterieur de la cavité. 


NN ae . om . , 
La cavité étant infiniment petite, = a sensiblement la même 
F(OR, s) 
valeur en tous les points de sa surface. La quantité précédente peut 


donc s’ecrire 


IM? 
5 FUN, 5) S [u cos(N,, x) + 6 cos(N;, 7) + wcos(N,, 5)] dw. 


D'ailleurs, 


S [ucos(N,, r) + vcos(N;, y) +  cos(N,, s)| ado 


represente l’accroissement du volume enfermé dans la cavite; cette 
cavité ayant pour volume initial o et pour volume final Q 64, on voit 
que l'on a 





Hier [u cos(N;, x) + v cos (N,, y) + w cos(N;, s)] do = 


L'égalité (22) donne donc, dans le cas actuel, 


_\ _ mm 
~ (2F(M,s) 2F(M,, 5) 


Ms 27 OF(ON,s\dz,  OF(M,s)dv, | OF(M,s) ds, 1 
T3 sf FORD s) Or, at OY: dl + Os, AL 





DL. 
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La condition (23) devient donc 


OTL? om? 
2F(on, s) — aF(ORy,s,) 


loan len] aa 


| IN je» dy, 


+P, 











ov a 
Oy, 2{F(OR,s) OYs dl 
av if M ]PaF(IM,s)) ds) ,,. 
+ | o(s) 5. + | roms | O22 Ti) 420 
ou bien, d’après l’égalité (24) 
MI , mM? 
(27) PH on, 5) - OR, 5) 


L'égalité (26) permet de transformer cette inégalité en 


IN? 


La constante K ne peut étre inferieure à la plus grande des valeurs 
IL? 


prises, à l’intérieur de la masse fluide, par la quantité II — FOR, 5)" 


Si nous supposons le point M infiniment voisin du point M,, l’iné- 
galité (27) devient 
(29) P,2o 
et nous fournit le théorème suivant : 


St la pression n’est pas nulle en un point de la surface déformable du 
fluide, elle est positive, c'est-à-dire dirigée vers l'intérieur du fluide. 


L’inegalite (28) peut s’énoncer autrement. A chaque point M inté- 
rieur au fluide correspond une quantité p déterminée par l'égalité 


NN? 


Sans attacher à cette quantité aucun sens mécanique particulier, nous 
l’appellerons pression au point M intérieur au fluide aimante. 
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L'inégalité (28) fournit alors l'énoncé suivant : 


La pression à l'intérieur d’un fluide aimanté n'est jamais une quantité 
négalive. 


Ss IV. — Conditions d'équilibre d'une dissolution magnétique (suite). 
Variations de la concentration. 


Les conditions d'équilibre obtenues jusqu'ici résultent de l'examen 
de modifications virtuelles dans lesquelles la concentration de chaque 
élément de volume de la dissolution a été maintenue invariable; ces 
conditions s'imposent donc même à un hquide dont chaque élément 
aurait une constitution invariable : ce sont à proprement parler les 
conditions Aydrostatiques de l'équilibre de la dissolution. 

Nous allons maintenant examiner une modification dans laquelle la 
concentration des diverses parties du liquide ne soit pas maintenue 
invariable; l'étude de cette modification nous fournira de nouvelles 
conditions d'équilibre. 

Considérons une déformation renversable quelconque de la disso- 
lution, déformation accompagnée de variations quelconques dans la 
concentration des différentes parties. On doit avoir, d’après les éga- 
htés (ro) et (14), 

A+ B + C— dE, — d& = 0. 


Si l’on tient compte des égalités (12), (13), (16), (17) et (22) 
d'une part, et de la condition (24) d'autre part, cette égalité devient 


N + OF, s) + ve | sd, 














ds Os 
aA®D(s) OFLM,s) d p(s) Os ds os \ , 
+ f| ds. + TN ~as | (seu dy" * Os w) des 


IN? 0 ov Ow 
+ [lots + FM, s) +V els) Ro | (+ ge + on) a 


— S P[ucos(N;, x) + v cos(N;, y) + w cos(N;, 3)| du 


Ic IT? in 
2 S Fai lesosth, Zr) + y COS(N;, y) + w COS(N;, 5)] do) 


[& oll oll ) 
+ ant ay’ * Os” dv,=o. 
Oz 
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Une integration par parties, jointe à cette remarque que 


ML? 


P+l— 2F(OR, s) 


a la même valeur K en tout point de la surface déformable du fluide, 
permet d'écrire cette égalité sous la forme suivante : 


d@(s) dF(M,s) dp(s) Os Os ds \ ,, 
if. + SE + y | (a+ Seu + De + Sw )dey 


= 2 , 
+ flew+sem. D + Vol) — span -n|(5 + rn + a) a 


—K S [Lu cos(N;, x) + v cos(N;, y) + # cos(N;, 5)| dw =o. 
Mais, d'autre part, 


S [ucos(N,, x) + vcos(N,, y) + wcos(N, z)] dw 


_ _ ow 
= (+3 + 5, se) da 


L'égalité précédente devient donc 
d®(s) df(M,s) d p(s) os Os os 


| IN? , 
| + [fac + FO, s) + Vp(s) — FOR, s) — H+ x ie + Fr + =) dm 0. 


(31) 


L'élément dv,, dont un point a pour coordonnées æ,, y,, 3,, au 
début de la modification, renferme, au début de cette modification, 
une masse de dissolvant 


du = ras? p(s) des. 





L’élément qui renferme la même masse dp. de dissolvant a, à la fin 
de la modification, un volume (dv, + à d&,); le point de cet élément, 
qui avait pour coordonnées x,, y,, 5,, a maintenant pour coordonnées 
Ly+U, 2+, 32+ 0. La concentration de la dissolution que ren- 
ferme cet élément a augmente de 
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La masse de dissolvant que renferme cet élément étant demeurée 
invariable, on doit avoir 


df p(s) Os Os Os ‚. pls) feu | av dw\ , 
(32) A (as ton ur Saw) a PE) (SE 4 Se 4S) demo, 








ce qui donne à la relation (33) la forme 


(A @(s) | d (I, s) d p(s) 
Wie: Os +V ds 

33) u (s IN! 

| — — log P 


aF(M,s) 





L | @(s) + 300, 8) + Vos) — -n+K| | As dr, — 0, 


en désignant, pour abréger, par As la quantité 


L'égalité (32) entraine cette conséquence, à laquelle la modifica- 
tion considérée doit nécessairement satisfaire, que la masse du dis- 
solvant doit demeurer invariable. Il doit en être de même de la masse 
du sel dissous, ou, en d’autres termes, de la masse totale de la disso- 
lution. 

Celle-ci a pour valeur 

Jf p(s) des. 


On doit donc avoir 


”dp(s) Os Os | 5 | dw 
J Ts | ae+ 5 u+ oy, V+ oT | dest [pi (Sz + - +5 jdei=o 


ou bien, en vertu de l'égalité (32), 


(34) SE - (1+ $) > a p(s) | As dv; = 0. 


ds 1 +. 





L'égalité (33) doit avoir lieu, non pas quelles que soient les quan- 
tités As, mais pour tous les systèmes de valeurs de As qui vérifient 
l'égalité (34). Dès lors, d’après un principe connu du calcul des va- 
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riations, il doit exister une constante A, telle que l’on ait 


d(s) df(M,s) dp(s) 
N ds" Os +V ds 


JR? 
2F(OR, s) 


A ff 040g LT lard 0. 


quelles que soient les quantités As. 
En d’autres termes, il existe une constante A, telle que l’on ait, en 
tout point de la dissolution, 


d 
—_ 7,108 a | as) + FM, s)+ Vp(s) — 





— I + K | | As dv, 








d(s)  AF(M,s) d p(s) 
TE INN 
om? 


[915 + For, s)+(V—A)o(s) — FOIS) — I+-K|=o. 





Désignons par ¢(s) le volume spécifique de la dissolution de con- 
centration s. Nous aurons 











| 
p(s) v8)’ 
de(s) _ 1 dv(s) 
ds "be ds” 
d d 
— 5, log ein = g, log[(1 + s) o(s)], 


et l'égalité précédente s’ecrira 


‘. (+ s)[@(s) + FOR, s)] e(s)| 

(35) 
om? 

aFlöR, s) 


nn —“~ 


+T 4 T+ s)v(s)] IK — N — —|+V-a=0. 
Cette égalité peut encore se transformer. 
Désignons par p, comme dans l’égalité (30), la quantité 


om? 
K—II+ ————_; 
+ 2F(M,s)? 
posons, en outre, 


9(s,p) = [O(s) + p] v(s). 
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La quantité 9(s, p) ainsi déterminée sera le potentiel thermodyna- 
mique de Uunité de masse d’une dissolution homogene, de concentra- 
tion s, sournise à la pression uniforme et constante p. 

L'égalité (35) pourra alors s’écrire 


| 2 Lu + 5) (5 pi] + ZH FIM, sel 
| 
7 FOR, s) ds 


(36) 
a +s)e(s)] +V—i=o. 


Pour faire disparaitre la constante A, prenons la différentielle totale 
des deux membres de cette équation. Nous aurons 


pur orne ia [(1+ 5) 9(s, p)] dp 


(37) we 


[+ Fon, Van 


amie +s) e(s)]} +dV=0 
Une propriété connue du potentiel thermodynamique donne 

d — 4! 

op ? (®P) =r(s). 


D’ailleurs, on déduit de l’égalité (30) 


JR? 


dp =— all + 57 Fo 5) 


ou bien, en tenant compte de l’egalite (24), 


1 1 JL? I IL 2 | 
P= Ns 3 Fos | ar OR, S), 
1 om? M . 
= Nds Fon, 


De la, on deduit 


gl + Ses pldp = + N es) dV 


ol? IM 
++ now |a FO, 5) Fl, s ro ||. 
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si l’on observe que, d’après l'égalité (2), 


M — dF(N,s) 
F(Oh,s) om ’ 
et que, par consequent, 
d M a _ 0 Laon dl 
Os Le marks) Fo | nm K HS) FOR, s) 4 (| AM, 


on voit que l’egalite (37) se réduira à la forme suivante : 


t 


2 d 
| TU +5) 9(s, p)]ds — (1 +5)] 5 loge(s) av 


me A 


Foor, 5) a RO 


(38) | + oa [(ı + s) FAR, s) e(s)] ds — 


IT? 0? IN? 


0? _ 
+ (1 +s)e(s) E Fons) À Os Ou Font" | Oo, 


Telle est l’egalit& fondamentale qui lie les trois variations ds, don. 
dV correspondant à un même déplacement infiniment petit (dir, dy, dz) 
à l’intérieur du liquide. 


$ V. — Dissolution soustraite à l'action du magnétisme. 


Voyons, en particulier, ce que devient cette relation dans le cas où 
la dissolution est soustraite à l’action de tout aimant permanent; dans 
ce cas, la dissolution se desaimante; on a 


M—o,  F(M,s) — 0, 


et l'égalité précédente devient 
3 I tas) (s ds = ( q | ‘(s) dV 
(59) Os? ( 9 » P)] — IHS)T ogv(s) . 
Dans un travail précédent ('), nous avons appliqué la theorie du 


(1) P. Duuem, De l'influence de la pesanteur sur les dissolutions (Journal de Physique 
pure et appliquée, 2° série, t. VII; 1888). 
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potentiel thermodynamique à l'étude de l'influence que la pesanteur 
exerce sur la concentration des dissolutions salines; cette question 
avait, auparavant, fait l’objet des travaux de MM. Gouy et Chaperon (‘). 
Les lois de la concentration des dissolutions par la pesanteur sont com- 
prises dans une égalité fondamentale (?) qui n’est qu’une forme par- 
ticulière de l’égalité (39). 

La méthode suivie dans notre Mémoire, De l'influence de la pesanteur 
sur les dissolutions, permet de discuter l'égalité (39). Cette méthode 
montre, en effet, que l’on a, en toutes circonstances, 


0°? 
gga LOE + 5) 9(5 P)] > 0. 
Si la densité de la dissolution croit avec la concentration, on a 


@ lozv(s 0: 


si, au contraire, la densité de la dissolution décroit lorsque la concen- 
tration croit, on a 

a | (s)>o 

ds 08" , 


On arrive done aux conclusions suivantes : 
Si la densité de la dissolution croit avec la concentration, ona 


ds <0: 
dV ’ 


si, au contraire, la densité de la dissolution décroit lorsque la concen- 


tration croit, ona 
ds 


av7 


(1) Gouy ot G. CHAPERON, L'équilibre osmotique et la concentration des dissolutions 
par la pesanteur (Comptes rendus de l’ Académie des Sciences, t. CV, p. 117; 1887). — 
Sur la concentration des dissolutions par la pesanteur (Annales de Chimie et de Phy- 
sique, 6° série, t. XII, p. 384; 1887). — Sur l’équilibre osmotique ( Annales de Chimie et 
de Physique, 6° série, t. XIII, p. 120; 1888). 

(4) De l’influence de la pesanteur sur les dissolutions, équation (32). 
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Ces inégalités peuvent s’enoncer de la manière suivante : 


Dans le cas où la densité d'une dissolution croût avec la concentration 
de cette dissolution, la concentration decroit d’un point à l'autre de la 
dissolution st la fonction potentielle des forces extérieures qui agissent 
sur la dissolution croit lorsqu'on passe du premier point au suwant. L'in- 
verse a lieu dans le cas où la densité de la dissolution decroit lorsque la 
concentration croit. 


On retrouve ainsi, sous une forme générale, les résultats dont 
MM. Gouy et Chaperon ont donné les premiers une démonstration 
théorique. 


$ VI. — Dissolution soumise à l'action d’aimants permanents. 


Pour discuter les propriétés d’une dissolution soumise à l'action 
d’aimants permanents, 1l faut nécessairement particulariser la forme 
des fonctions #91, s), F(or, s). Nous admettrons qu'il s’agit de la dis- 
solution d’un sel magnétique dans un liquide non magnétique, et que 
l'on a, comme aux égalités (4) et (7), 


F(R,s)=Ks, 
: ON? 
A(OM, s) = ——: 

(RK, §) aks 
Dans ces conditions, nous aurons les égalités suivantes 


SS lr +5) FRS) e(5)] 


_ M?fı a ’ , ? Ù = ‘ 
= Ks qa lit s)e(s)]— 3 a lit s)e(s)] Fuel. 


NN? a on? ad? 


FOI, s) PER) AED) Eee a EEE e(s)], 


0! JL? 2? 
(1+ s)¢ (S) 5: For, Ks (1+-s)e(s), 
0? I? 2 
er FOR = Re TS) PO) 
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et l'égalité (38) deviendra, toute réduction faite, 


. ? AL? d 
4 arte osent + 3(+s)6(s)+s 7 [QG +s) (sy) — ast D LG +9 (1 Jats 
40 

-(1+9% loge(s)dV — a(ı + s)e(s ) IR =o. 


Dans cette égalité, nous connaissons le signe de la quantité 
| d 
—U+S) 7 loge (s) 
qui sert de coefficient à dV. Cette quantité est positive si la densité de 
la dissolution croit avec la concentration, et négative dans le cas con- 


traire. 
La quantité 





IR 
ais) 00)» 


qui sert de coefficient à don, est essentiellement negative, 


Le coefficient de ds renferıne un terme, le terme en — N, dont le 


signe est plus difficile a preciser d’une maniere entierement gene- 
rale; toutefois, pour les concentrations très faibles, ce terme peut être 
réduit à 
INK? 
3(1+ 5) 0(s) —— 
( + ya ks 


et est alors essentiellement positif. Il en est évidemment de même tant 
que la concentration ne surpasse pas une certaine limite au-dessous 
de laquelle nous la supposerons toujours comprise. Dans ces condi- 
tions, le coefficient de ds est assurément positif. 
Si donc nous écrivons ds sous la forme suivante 
Os Os 


= J 
ds = IM do + Zu dV, 


nous voyons que = 5 - est essentiellement positif, tandis que —; oF est né- 


OV 


gatif si la densité “le la dissulution croit avec la concentration, et po- 
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sitif si la densité de la dissolution décroit lorsque la concentration 
croit. 

Supposons la dissolution soustraite a l'action des forces extérieures ; 
dans ce cas, nous pourrions énoncer la proposition suivante : 


Lorsqu'on soumet a l’action d'aimants permanents une dissolution d'un 
sel magnétique dans un dissolvant non magnétique, la concentration 
varie d'un point a l'autre de la dissolution; elle est d'autant plus forte 
en un point que l'aimantation est plus forte en ce point; les surfaces 
‚d’egale aunantation sont identiques aux surfaces d’egale concentration. 


Nous pouvons encore transformer l'égalité (40) d’une autre manière. 

A la température absolue T, où nous supposons porté le systeme que 
nous étudions, une dissolution de concentration s, soustraite à l’action 
d'aimants permanents, émet de la vapeur d’eau et cette vapeur est sa- 
turée quand sa tension atteint une certaine valeur &. Nous pouvons 
écrire 


p 
(1s) 9(8 ET TE Ey oP) ap. 


Si l’on observe que, conformément à une propriété déjà invoquée du 
potentiel thermodynamique, on a 


Jo(s,p) _, 
Op st (5), 


on voit que l’on peut écrire 
, 4)? 0? da 
(41) gala +5) (5% P)J= SG +5) (5, 8)] + allt +5) o(s)] m. 


L’egalite (30) donne 
on? 
p=K-I + 2 FOR, s)° 
Considérons dans le fluide un certain point o où II a la valeur I1,. 
s la valeur s, et om la valeur on,. Pour un point quelconque M du fluide, 


on aura 
M 
I — I, + f di. 
0 
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Si le point o est à la surface libre du fluide, ona, d'après l'égalité (26), 


OR, 


— k __DP Qt" 
IH, = K Pot FR) 


P, étant la pression extérieure au point o. L'égalité (24) donne d’ail- 
leurs 


) 
AM = p(s) dV + [FC rl dFER,s). 


On a donc 
Vv 


om? AM! 1 (Pf om 
wef --aV--- M, 
(42) p= Po+ Fons 5) aFON,, à) f 55% sf | FoR aA d FOR, 5). 
Les égalités (41) et (42) donnent 


)? 
Zu +5)9(s, p)] 


IC? ON? 
= eur at ler 01] Pee pc — Fe 


M 
I JT 
_ f en f For a |. 


Reportons cette valeur dans l'égalité (40), apres avoir remplacé 
FR, s) par Ks, et nous arriverons à l'égalité suivante : 


(a. 
(3 [(t+ 5s) 9(s,0)| 


ke nen — 5 PLU + 5) Sl ge +1 
(3)! “ 


M: wy ML 
nea ; > ae _ —_—_ AV— es 
is lc +s) r(s)] Le, w Ac f ET a\ f Ks ax, | Je 


— (1+5) logv(s) dV — 2(ı+s)e(s) dar =0. 
Soit J l'intensité du champ créé par les aimants permanents. Au 
degré d’approximation adopté en écrivant les équations (5), ona 


MN? = k?s? J’, 
M AM = K?’(IdJ) + Js ds). 
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Moyennant ces égalités, l'égalité (43) devient 
| (5 [(1+s)o(s,w) 


Ua + ar +s) (Ss) —s FCs +s) v(s)]—s? a [+ 5) e(s)] | 
44) ¢ , 
+ [(1 +5) v(s)] Pen — Ko — -f[ ad Kf “(Sab + ras] as 


— (1 +s)7 a „loge(s)aV —a2(1+s)0(s)KJ dJ =o. 


Faisons enfin subir à cette égalité une dernière transformation. 
A la température T, que nous considérons, sous la pression &, 
l'unité de masse de vapeur d’eau a un volume L(o). 
D'après des relations que nous avons démontrées autre part ('), 
ona > ; 
e(s) 
52 LG +5) 9(s,0)] =— - [um — v(s) +s(1+ 5) a I& Fr 


Cette relation transforme l'égalité (44) en la suivante : 


ee 
/ 





— KJ? (14s) 0(s)—s 2 +-s) e(s)] — 8 & rts) ¢ Oo) 


(45) 
J galls + 9)e(9]| Pe nf © 5) Kl “esas + ran] Jas 


+s(1+s) Lloge(s) dV+as(i+s)v(s) hJdJ =o. 


Aux temperatures ordinaires, le volume spécifique ¢(s) de la disso- 
lution est très petit en comparaison du volume spécifique U( a) de la 
vapeur saturée. On peut négliger le premier en présence du second. 
On peut de mème négliger, en présence de U(w), les quantités 


Eu) sGlu+sye(s} 
de(s). 





ST “tu +5) ¢(s)], o(s)—s(t+s) 





a) P. Dunem, De l’influence de la pesanteur sur les dissolutions [égalités (38) 
et (47)]. (Journal de Physique, »* série, t. VII: 1888.) 
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On peut donc réduire approximativement l’égalité (45) à la forme 
suivante : 


dloge(s) 
ds 





(46) u) +s(I+Ss) dV+as(i+s)v(s) KJ dJ =o. 

Les lois de Mariotte et de Gay-Lussac peuvent être appliquées à la 
vapeur d’eau au degré d’approximation dont nous nous contentons ici; 
si donc nous designons par Ÿ le poids moléculaire de l’eau, par R une 
constante qui est la même pour tous les gaz, nous aurons 


, RT 
et l'égalité (46) deviendra 
(45) + Loge ds + s(1+ 5) 82S) ay + as(1+s)v(s) KJ dJ =o. 


Toutes les quantités qui figurent dans cette égalité (47) sont des 
quantités mesurables. 

Supposons que les seules forces extérieures auxquelles la dissolu- 
tion est soumise soient les actions de la pesanteur; nous aurons alors 


V=e3, 


en désignant par g l'intensité de la pesanteur, et par z la cote du 
point considéré au-dessus d’un plan horizontal arbitraire. 

Étudions les variations de la concentration aux divers points d’un 
plan horizontal tracé à l'intérieur de la dissolution. Ces variations 
seront données par l'égalité 


T £ loge ds +s(1+s)0(s)Kda(J*?) =0. 

Les points où la concentration a une même valeur formeront, sur le 
plan horizontal en question, une ligne le long de laquelle l’intensite 
du champ aura aussi une valeur constante. Ainsi, sur un plan hori- 
sontal, les lignes d’egale concentration marquent l'intersection de ce plan 
par les surfaces ısodynamiques du champ. La concentration croît avec 
l'intensité du champ. | 

Si l’on place sur les pôles d’un aimant une cuve plate remplie d’une 
dissolution d’un sel magnétique coloré, on pourra, par les variations 
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de la teinte, se rendre compte des variations de la concentration. Les 
lignes d’égale teinte dessineront l'intersection du fond de la cuve avec 
les surfaces isodynamiques. 

C'est à cet ordre de phénomènes que l'on doit rattacher quelques 
observations de M. Colardeau ('). Ces phénomènes jouent certaine- 
ment un rôle dans l'explication des faits curieux observés par M. Ira 
Remsen, faits qui ne paraissent pas devoir s'expliquer uniquement 
par les raisons que nous avons données dans notre Théorie de l’aiman- 
tation par influence. 


$ VII. — Quelques conséquences expérimentales. 


La théorie précédente conduit à quelques conséquences qui ont une 
certaine importance au point de vue de la Physique expérimentale et 
que nous nous proposons de mettre en évidence dans ce dernier para- 
graphe. 

Imaginons un vase formé de deux branches verticales B,, B, (ig. 2), 
reliées l’une à l’autre par un tube de communication horizontal C. 


Fig. 2. 





r 
& 












































La branche B, est placée entre les deux pôles d’un électro-aimant 
puissant, tandis que la branche B,, fort éloignée de ces deux pôles, se 
trouve dans une région oü le champ magnétique a une intensité négli- 
geable. 





(*) E. Cotsnveac, Journal de Physique, 2° série, t. VI: 1887. 
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Le tube est rempli d’une dissolution formée par un sel magnétique ; 
cette dissolution est soumise à la pression atmosphérique. D'après ce 
qui précède, elle sera plus concentrée dans la branche B, que dans 
la branche B,. Le niveau ne sera pas forcément le même dans la 
branche B, que dans la branche B,. 

Soient 
&,ß, le niveau du liquide dans la branche B,; 

@,ß, le niveau du liquide dans la branche B,; 

Z, la distance du premier niveau à un plan horizontal arbitraire; 
Z, la distance du second niveau à ce même plan horizontal; 

s, la concentration au premier niveau; 

s, la concentration au second niveau; 

on, l'intensité de l’aimantation en un point du premier niveau; 
P la pression extérieure. 


Supposons que la force extérieure appliquée aux éléments du liquide 
soit la pesanteur, dont l'intensité est g. 

Soient m, un point du premier niveau, et m, un point du second; 
relions ces deux points par un chemin m,m, situé en entier au sein de 
la dissolution. 

L'égalité (26), appliquée au point m,, donne 


on? _ 
aF(AM,,s) 


P+ II, K. 


La même égalité, appliquée au point m,, donne 


P +II, = K. 
On a donc 
on} _ 
u u ts aF(AR,, Sy) T° 
ou 


my, on? 
J saa) =” 


D’autre part, l’égalité (24) donne 


au "ave LE Parco 
— p(s) 2 | FON, s) (HR, 5). 
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On a donc 


my 1 GES M A 
— dV + - à) — | — 
J 5) 2" r J. edits 5) a F(R, s) — 2F(OR,,5:) 


Üne intégration par parties transforme cette égalité en 


my N I m, | IL 3 
(48) f mes FER d| es | 


Dans le cas où, comme nous l'avons supposé, les seules forces agis- 
santes sont la pesanteur, cette égalité devient 


(49) [= sf FOR, 94 [rois 5]: 


Au degré d’approximation employé dans les formules précédentes, 


ona 
F(R,s) =Ks, 
m, 

[FOAR,s)]?  * 


L’egalite (49) devient alors 


"ds Kf" 
(00) ef P(s) = sf sdaj*. 


Cette égalité peut encore se transformer par une nouvelle approxi- 


mation. Soit 
y S! + So 


2 


la concentration moyenne dans l'appareil. Si les differences de concen- 
tration sont faibles entre les deux branches, on pourra remplacer l’ega- 
lité précédente par 


K2 ,, 
SA), 


los 


(51) 


En 
Li 
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Cette égalité nous montre que le liquide sera plus élevé dans la branche 
B, que dans la branche B,; la mesure de la denwellation, jointe à la me- 
sure du champ magnétique, conduit à une détermination approchée de la 
constante K, semblable à celle que Quincke a employee pour déterminer le 
coefficient d’aimantation des liquides homogènes. 

L'égalité (47) peut s’ecrire 


RT N 


. d sd ı , _ 
(92) | ad Greta 1080 ds — ads vst a O 
Elle peut aussi s’écrire 
(58) AE." Loge ds + SY + — * apo. 

Ÿ S(1+s) — “(s) . vs) — logv(s) 
ds ı ds D 


Remplacons dV par g ds. 
Comparons les egalites (50) et (52); nous trouverons 


nn RT f" I d _ „a sd ı _ 
(94) 0. Terror 3-3: 5|% 


Si la concentration diffère peu dans les deux branches, cette égalité 
pourra s écrire approximativement 


. RT I D: __ J id 
(95) re) en 


relation simple et facile a vérifier par l'expérience entre la difference de 
niveau qui existe entre les deux branches de l'appareil et les tensions des 
vapeurs émises par les dissolutions que renferment ces deux branches. 

En comparant de même les égalités (5o) et (53), on trouve 


RT m I d K m 20(s) 
(56) TT de(s) Is logw ds + — / Er | d)’— o. 
' s(1-+S) d — 
me s mM, ds 


Si la concentration differe peu dans les deux branches, cette éga- 
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lité (56) peut s’écrire approximativement 





„ RT 3 Kf edu (2) ~ 
(97) + TES log ( =* = „|: at + 2 (3) | J?, 


égalité à laquelle on parviendrait d’ailleurs en comparant les égalités 
(51) et (55). Cette égalité (57) fournit une relation, suscepuble d'être 
vérifiée par l'expérience, entre l'intensité du champ et les tensions des va- 
peurs émises par les dissolutions que renferment les deux branches. 
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Lorsqu'on assujettit les quatre sommets d’un tetraedre à décrire 
quatre plans fixes, le mouvement ainsi obtenu est unicursal. Les points 
de la figure mobile décrivent des surfaces du huitième ordre, admet- 
tant deux séries de sections coniques. Ces surfaces peuvent se décom- 
poser exceptionnellement en deux surfaces de Steiner. 

Lorsqu'on assujettit les cinq sommets d’un tetraedre à décrire cing 
plans fixes, les courbes trajectoires des différents points sont des 
courbes du huitième ordre et du genre elliptique. 


SUR UNE 


CLASSE DE COURBES UNICURSALES 


PROPRIETE DU CERCLE, 


Pan M. G. DARBOUX ('). 


M. Laguerre a communiqué à l'Académie d’interessantes propriétés 
de certaines courbes de quatrième classe, auxquelles il a donné le nom 
d’hypercycles. En 1879-80, M. Chasles avait bien voulu me confier son 
Cours de Géométrie supérieure à la Faculté des Sciences, et j’ai traité 
la théorie des imaginaires conformément aux vues introduites dans la 
Science par l’illustre géomètre. J'ai été ainsi amené à donner, au mois 
de janvier 1880, relativement à des courbes unicursales de toutes les 
classes, différentes propositions qui ont les rapports les plus étroits 
avec quelques-unes de celles qui ont été énoncées par M. Laguerre. Ce 
sont ces propositions que je demande à l'Académie la permission de 
lui communiquer. 

Considérons d’abord n droites d,, ..., d,. Si l’on marque sur ces 
droites des points O,, ..., O, destinés à servir d’origine aux segments 
comptés sur ces droites, une droite variable à interceptera sur ces 
droites fixes des segments O,A,, ..., O,A,. Cela posé, si l’on assujettit 
ces n segments à satisfaire a la relation lineaire 


(1) Z4,0,A,=K, 








SS ccc + Oe — cere ee es ee 


(1) Extrait des Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. XCIV. 
p. 930 et 1108. 
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la droite à enveloppera une courbe de n‘*"* classe au plus, admettant une 
seule tangente parallele a une droite donnée ('). 


Réciproquement, toute courbe de n‘*"* classe admettant une seule tan- 
gente parallele a une droite donnée, c'est-à-dire ayant la droite de l'infini 
pour tangente multiple d'ordre n — 1, jouit de la propriété que chacune 
de ses tangentes intercepte sur n tangentes fixes des segments entre lesquels 
tl existe une relation lineaire. 


Dans le cas où n = 2, la courbe devient une parabole et l’on retrouve 
ainsi une propriété bien connue de cette courbe. La proposition précé- 
dente peut donc étre considérée comme la généralisation et l’exten- 
sion à toute une classe de courbes unicursales d’une des propriétés les 
plus essentielles de la parabole. 

Mais, relativement à ses tangentes, la parabole jouit encore d’une 
autre propriété fondamentale : les deux segments interceptés par trois 
tangentes fixes sur une tangente variable ont un rapport constant. Cette 
propriété s'étend, elle aussi, à toutes nos courbes unicursales, et l’on 
peut énoncer le théorème suivant : 


Pour toute courbe de n°" classe, admettant une seule tangente paral- 
lele à une droite donnée, il y a une relation lineaire et homogene entre 
les n segments interceptés sur une tangente variable par n + 1 tangentes 
fires. 


Reciproquement, st n +1 droites fixes interceptent sur une droite 
variable n segments entre lesquels a lieu une relation linéaire et homo- 
gene, la droite mobile enveloppe une courbe au plus de la n'*” classe, 
admettant une seu'e tangente parallele à une droite donnee. 


Il est clair que ces propositions comportent beaucoup de cas parti- 
culiers, et sont susceptibles d'applications diverses. Je me contenterai 
de faire remarquer ici qu'elles donnent une construction géométrique 


(1) L'équation de la tangente à la courbe pourra se mettre sous la forme 


. ; F 
(re — Iiy)Ju+-(ce—-yı)= fia)’ 


u désignant un paramètre variable, F(«) et f(a) des polvnômes respectivement de de- 
vrés # et 7 — 1. 
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tres simple de la courbe de la classe z admettant la droite de l’infini 
comme tangente multiple d’ordre n—1 et déterminée par an tan- 
gentes. 

En faisant la perspective, on obtiendra des propositions applicables 
à toute courbe de classe n, admettant une tangente multiple d’ordre 
n — 1. Considérons une telle courbe et x tangentes fixes. Marquons sur 
chaque tangente un point O; choisi arbitrairement; soient P; le point 
où elle est coupée par la tangente multiple, et M; le point où elle est 
coupée par une tangente variable. On aura la relation 


O;M; _. 
(2) 2 MP: = K 
ou, plus simplement, 
SG og, 
(3) Zum 
1 


De même, si l’on considère n +1 tangentes fixes et une tangente 
variable, on aura 


OM, 
(4) D re = 


les À étant des constantes liées par la relation 





(9) XA;=0, 


O étant un point quelconque de la tangente variable et P le point où 
elle rencontre la tangente multiple. En vertu de l’équation (5), la 
relation (4) subsiste quand on déplace le point O, et peut d’ailleurs 
prendre la forme plus élégante 


n+1 


. À; 
(6) > M,P = O, 
1 


Dans le cas où n = 2, c’est-à-dire où l’on a une conique quelconque, 
la relation (4) devient 
OM, _, OM, . , OM, 
M,P M,P M,P 
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A + À: + A; zo, 
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ou, en faisant coincider le point O avec le point M,, 


M,M, 


M, M, —o 
M,P 


he MP 2 


+), 





Cette égalité est la traduction de la proposition bien connue relative 
au rapport anharmonique des quatre points où une tangente variable 
est coupée par quatre tangentes fixes. Notre proposition générale, 
exprimée par l’équation (4), peut donc être considérée comme eten- 
dant à toutes les courbes de classe n, admettant une tangente mul- 
tiple d'ordre n -- 1, la propriété anharmonique des tangentes d’une 
conique. 

Enfin, si l’on transforme par polaires réciproques, on obtient des 
théorèmes relatifs aux courbes d'ordre nv ayant un point multiple 
d'ordre n — 1. Prenons sur une telle courbe n points A;; menons par 
chacun de ces points une droite quelconque A; X; et deux droites allant 
l’une au point multiple P de la courbe, l’autre à un point variable M. 
On aura la relation 


n TT 
sin \; AM , 
ay = K 

N sinPA,M 


ou, plus simplement, 


da cot PA, À = K’. 


1 


Si l'on prend maintenant r + ı points fixes A, et un point variable M, 
par lequel on mènera une droite quelconque MX, on aura 


n+! aN 
sin NMA, 
HT — 0» 
i sin PMA, 
avec la condition 
shi — 0, 


qui permet de ramener l'équation précédente à la forme 


n +1 


5 N 
Dr: cotPMA,= 0, 
I 
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polaires réciproques par rapport à un cercle de celles qui sont repré- 
sentées en coordonnées polaires par l'équation 


p = f(cosw, sinw), 


où / désigne une fraction rationnelle, ce qui explique comment leur 
étude conduit à différents problèmes relatifs à deux formes binaires ou 
à une fraction rationnelle. 


SUR LES 
COURBES ALGEBRIQUES A TORSION CONSTANTE, 


Par M. Maurice FOUCHE, 


AGREGE DE L'UNIVERSITE, PROFESSEUR A SAINTE-BARBE. 


Dans son Ouvrage sur la Théorie des surfaces, M. G. Darboux signale 
comme question intéressante la recherche des courbes algébriques à 
torsion constante. Quoique je n’aie pu parvenir à traiter complètement 
la question, en ce sens que je n'ai pu trouver un moyen de former les 
équations de toutes ces courbes, je suis cependant arrivé à certains ré- 
sultats qui me paraissent présenter quelque intérêt. Je me propose 
d'établir les propositions suivantes : 

1° Il existe une courbe, et une seule, dont le rayon de torsion est 
constamment égal à une constante donnée et telle que le cône formé 
par des parallèles aux binormales soit égal à un cône donné. Quand on 
connait l'équation de ce cône, la determination de la courbe à torsion 
constante ne dépend que de simples quadratures. 

2° Pour que la courbe soit algébrique, il faut et il suffit : 1° que le 
cone parallele aux binormales soit algébrique; 2° que l'intersection de 
ce cöne avec une sphere ayant son centre au sommet se projette sur 
un plan quelconque suivant une courbe algébriquement carrable, de 
sorte que la question se trouve ramenée a la recherche des courbes 
sphériques dont la projection sur un plan quelconque est algébrique- 
ment carrable. 

3° La détermination d’une pareille courbe dépend de la détermina- 
tion de deux fonctions algébriques d’une seule variable qui doivent 
vérifier une certaine équation différentielle, qui est du second ordre et 
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du second degré par rapport à l’une des fonctions et qui est une équa- 
tion de Riccati par rapport à l’autre. 

4° On peut trouver une infinité de courbes algébriques à torsion 
constante; en particulier, tout polynôme entier en fournira une. 

1. Designons par X, Y, Z, S les coordonnées d’un point et l’are de 
la courbe; par x, y, 5 les cosinus directeurs de la binormale, et par T 
le rayon de torsion. Les cosinus directeurs de la tangente seront 


dX dY: dl 
dS’ ds’ dS 


et ceux de la normale principale 


dl __dY 
IS * as’ 
_ 4X ad 
~ ds vas’ 
vat _,ER 
dd % ds” 


On aura donc, en vertu des formules de Frenet, 
ar _1(,d42 av 
dS Ta “ds 


dz = 


ou 
I r 
T (7 aZ — # dY )» 

dy = (s dX — xdZ), 

ds = med — y dX), 
d'où l’on tire 

5 dy — y ds = Flo + 5") dX —xsdz— ry dY]. 
Si l’on remarque que 


e+ y+ stl et zdX + ydY+ sdi=0, 
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on aura 
| dX\ =T(zdy — yds), 
(1) j 0) = Peds — sda), 
di =T(ydr—ady). 


Si T est une constante donnée, et si x, y, 5 sont connues en fonc- 
tion d’une variable quelconque, on obtiendra X, Y, Z par de simples 
quadratures. Les constantes introduites par l’intégration se rapportent 
à un transport parallele des axes ou à une translation de la courbe. II 
n'y a donc qu’une seule courbe répondant à la question. 

Les conclusions précédentes, qui n'ont rien de nouveau, subsiste- 
raient si T, au lieu d’être constant, était donne en fonction de la méme 
variable que x, y, 2. 


2. Les trois cosinus directeurs x, y, 5 de la binormale sont liés 


par la relation | 
L+ y? + sir, 


Ils satisfont de plus à l'équation homogene 


f(x: 3)=0 


du cöne parallele aux binormales. 

On peut donc les considérer comme les coordonnées d’un point de 
l’intersection de ce cône avec la sphère de rayon ı décrite du sommet 
du cône comme centre, intersection qu'on appelle Vindicairice des 
binormales. 

Il est bien certain que l'indicatrice des binormales d’une courbe 
algébrique est elle-même algébrique. 

De plus, en vertu des formules (1), où l’on suppose T constant, les 
coordonnées d’un point de la courbe cherchée sont au facteur constant 


a T ° Li e . . . 
pres — les aires en coordonnées polaires des projections de cette in- 


dicatrice sur les trois plans coordonnés. Il est évident du reste qu’on 

peut modifier le rayon de la sphère, tout en conservant le cône, sans 

changer la nature algébrique des aires des projections. De plus, si 

l’on change la constante T, on obtient des courbes homothétiques. 

Donc, à chaque courbe sphérique dont les projections sur les plans coor- 
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donnés et, par suite, sur un plan quelconque, seront algebriquement car- 
rables, correspondra une infinité de courbes algebriques à torsion con- 


stante, différant par la valeur de la torsion et homothetiques entre elles, et 
réciproquement. 


3. Si l'on prend pour coordonnées d’un point de la sphère deux 
variables qui restent constantes chacune sur l’une des génératrices 
imaginaires de la sphère, on pourra poser 








+ lbyzu(i—:)=— v(ı+3), 
. I I 
LC—UY—= —-(1+3)=— -(I1— 3), 
ySi(i4s)=—4(1—5) 
d'où l’on tire 
_ i—ue er +uv) ae 
up eee” "Tue 


et ensuite 





sdy—y  — TT Qu) 0? 
. 2 2 ’ 
rds —sdr— tur + du + urd , 
(u— 1)? 
__ 2Ule du + ude) 
ydx— xdy= _ — Gr 


Une courbe algébrique de la sphère sera définie par une équation 
algébrique entre u et v, ou bien par deux fonctions algébriques qui 
donneront u et ¢ en fonction d’une troisième variable. D’après les 
conditions de notre probleme, il faudra que les trois différentielles 
ci-dessus soient des différentielles algébriques de la même variable. Il 
en sera évidemment de même des deux combinaisons linéaires 


Tds— sd = i(zsdv — y d3), 
et réciproquement. Done il faut et il suffit que les trois quantités 


(2) du + ds du - wd: vdu + u ds 
2 —j —_—— 


(u—e)® Qu— 6) ° (ne) 


soient des différentielles algebriques. 


SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES A TORSION CONSTANTE. 339 


Nous remarquerons que 


— du + de + du — utdv 
ax = ———— 3 
(u —v}? 
ly = t(— du + dv — du + ude) 
ay = (u— 6} ? 
. _—2(rdu — u dr) 
ds = (u—v¢)? 


seront aussi des différentielles algébriques. 
Il en sera de même de 


a(v'du — u*dv) 


dr +idy = (ey 
4 —3(du — dv) 
dr — idy = Qu 


En combinant linéairement ces trois différentielles avec les diffé- 
rentielles (2), on voit que les six quantités 


du ev du du 
(v—v)? (u— er)? (u— er)?’ 
dv u di u?de 


seront des différentielles algébriques. Reciproquement, il suffira que 
trois de ces quantités prises dans trois colonnes différentes soient des 
différentielles algébriques. 

Nous poserons 


(3) 


et nous aurons à exprimer que 
da, uda, u?da 
sont des différentielles algébriques. On remarquera que, d'après les 


identités | 
J uda = au — a du, 


J urda = au?— 2 [au du, 
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on pourra remplacer uda et u?da par a du et au du, puisque a doit être 
une fonction algébrique. 


Si de plus on pose 
a du = db, 


on à 
au du = u db, 


qu'on pourra de même remplacer par b du. 


Soit donc 
b du — dc, 
d'où 
de 
b = du 

Ona . 

_ db _dce_, 

— du dai ‘ 


Ainsi la fonction a devra être la dérivée seconde d’une fonction algé- 
brique de u. Si a est connu, la fonction ¢ sera déterminée par l’équa- 
tion différentielle (3); de sorte que la condition nécessaire et suffisante 
est que l'équation (3), qu'on peut écrire 


dv (wo) da 
du ) du. 
ou encore 


v= (u — sc, 


soit vérifiée par deux fonetions algébriques v et c de u. 
Si Pon pose 


U— t= =») 
|’ à 1 A 4 a N) 
équation précédente prend la forme 


(4) J'+f?=c". 


Si Pon peut trouver deux fonctions algébriques de u vérifiant cette 
équation, la courbe correspondante sera représentée par l'équation 
algébrique 
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L'équation (4) est une équation de Riccati par rapport à /; on peut 
la transformer de manière qu’elle ne renferme que la dérivée seconde 
de c au lieu de la dérivée tierce. Pour y arriver, on remarquera que /* 
doit être une différentielle algébrique. Alors on posera f? = g’, et l'on 
aura, en intégrant et faisant passer la constante dans la fonction ec’, 


f+g—c'=0o ou gs +Vg'—c"= 0, 
ou, en chassant le radical, 
(5) Felge). 


Il est à remarquer que la fonction g qui figure dans cette équation 
n'est autre que la fonction 
du ; 
UE = (5 du. 


4. Quoique l'équation (4) contienne une dérivée tierce, elle paraît 
cependant plus facile à appliquer que l'équation (5). Nous allons 
donner les expressions des coordonnées d'un point de la courbe au 
moven des fonctions f et c. Si l’on voulait ces expressions au moyen 
des fonctions g et c, il suftirait de se rappeler l'équation 


f+g—c—o, 


de sorte qu'il n’y aurait qu’à remplacer / par c” — g. 
On a 


dv u 
Er. —4—C, 
fs u = (frau = [lets f')du=e"— f, 
fs = fx da = au — fa du = uc" — b= ue'—c', 
edu | (a! du — . qu — . ; 
Goat ( 3)/ w= [us l {fs u 
= [ werd — | j'au— | fdu 


= uc’ — frau — uf—=uc"— c'-— uf, 
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u? dr » : , . 
— = | wda—au’?*—a2 J audu = au?— 2 | u db 


(uw — er)! 


= au?—aub +2 fo du = wc’— auc'+2c, 


etd ° 1\2 . 
FT Us — — — 2 _ 2/2 __ 
J (u—r)® =f (« 3) fidu =u fidu af ufdu + [au 
— we "du — | uw f'du — à | uf du +f du 


= utc" — of ucdu— wf+u 


= utc? — 2uc' + ace— uf + u. 


Si l’on transporte ces valeurs dans les expressions 


_ __Ao 2 ed 
X=T ((sdy—yda) =Tif du —-dv + du + u de 


(u — 5)? 
r = _e du + dv + v?du + utde 
edu + u dv 
(u — v)? ” 


Z =T ((ydr- zdy)=— Ti 


on aura les expressions de X, Y, Z en fonction de la variable « 


X = Ti[— (2e —f)(1— WW) — Auc+hc+ u), 
Y -=T[(2e"— f) (0+ uw) —Auc+4c-+ u), 
Z-=— 2Ti[(ac’— f)u— 2c]. 


(6) 





5. Pour que la courbe soit reelle, il suffit évidemment que l’indica- 
. . ° « ° I ° 0 , 
trice des binormales le soit, c'est-à-dire que — = soit conjugué de u. 


Or u et ¢ sont lies par l’équation 


u—#"— À; d'où ti JS, 
St co du 


Il faudrait donc, pour trouver une courbe algébrique réelle a torsion 
eonstante, qu'on put trouver deux fonctions algébriques de u, f et c 





vérifiant l'équation (4) et telles que u et — uf soient des fonctions 


conjuguées d’une même variable réelle. 
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Il y a une remarque à faire au sujet des constantes qui entrent dans 
la fonction c. L’indicatrice des binormales qui a pour équation 


I 


U—V ZZ, 


ne dépend pas de cette fonction c, de sorte qu'elle ne change pas quand 
on fait varier les constantes introduites par l'intégration de c”. Comme 
a cette indicatrice ne correspond qu'une seule courbe ayant une tor- 
sion donnée, il s’ensuit que ces constantes n’ont d’autre effet que de 
faire varier la position de la courbe; c'est du reste ce qu'on pourrait 
vérifier directement sur les formules (6). Il en résulte que, lorsqu'on 
aura trouvé une fonction / vérifiant l'équation (4), on pourra choisir 
arbitrairement les trois constantes de c, qui est défini par sa dérivée 
tierce, sans changer la courbe correspondante. 


6. Il est facile de trouver une infinité de fonctions vérifiant l’équa- 
tion (4): il faut et il suffit que /?+ f’ soit la différentielle tierce 
d’une fonction algébrique. C'est évidemment ce qui arrivera si / est 
un polynôme entier ou si f est une somme de termes en nombre fini 


de la forme 
S=EAnu", 


la lettre » désignant un nombre entier ou fractionnaire, positif ou né- 
gatif, à condition toutefois qu'aucune valeur de 7 ne soit égale à — 1, 
— 2, — ©, — 4, et que la somme de deux valeurs différentes de z ne 
soit jamais égale à — 1, — 2 ou — 3. Ces restrictions proviennent de 
ce qu'il ne doit pas y avoir dans f”+ /? de termes donnant des loga- 
rithmes dans l’une des trois intégrations successives. Elles ne sont 
cependant pas absolues, car il pourrait arriver que des termes à inté- 
srale transcendante disparussent en se trouvant répétés avec des 
signes contraires dans f” et dans /?. 
On peut encore prendre pour f une expression de la forme 


f=(a— a)", 


n étant un nombre entier ou fractionnaire, positif ou négatif, different 
de 
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7. Exemples : 
1° f=o, c” — 0, c= 0. 

L’équation de l’indicatrice des binormales est 

UV TS. | 
Les formules (6) donnent, en faisant T — 1, 
X = cu, Y=—u, 2=0. 

C'est l’une des droites isotropes du plan des XY. 
a f = eonst., ce" = f?, cat ftw. 


L’équation de l’indicatrice des binormales est 


I 
UV II) 
+ a 9 ° J 
d'où l’on tire 
r—ty = const. 


C'est donc une courbe plane, et, comme le plan 
r—ty=o 


est tangent au cône asymptote de la sphere, cette courbe est une para- 
hole. Les formules (6) donnent, en supprimant une constante /, 


X=1[2 /?e— fw— (2af!—ı)u], 
Y\:- 32 #2 — fu+ (2 f?+1)u, 
Z=20fu(i— fu). 
On reconnait aisement que la courbure de cette courbe est aussi 


constante : c’est I’hélice algébrique imaginaire qui est connue depuis 
longtemps. 


© oo ne oo SER 


PRINCIPES GÉNÉRAUX 


D'UNE 


THÉORIE ÉLASTIQUE DE LA PLASTICITÉ 


ET DE LA 


FRAGILITÉ DES CORPS SOLIDES, 


Par M. M. BRILLOUIN, 


MAITRE DE CONFÉRENCES A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


Objet du travail. — Dans la theorie ordinaire de V’elasticite limitée 
aux lois de Hooke, et développée surtout pour les solides isotropes, 
on ne rencontre naturellement que les phénomènes de déformation 
temporaire dans lesquels le corps solide déformé revient exactement 
à sa forme primitive des que cesse l'application des forces. Un examen 
attentif de cette théorie permet pourtant de mettre en évidence des cas 
particuliers dans lesquels le retour à la forme primitive est incomplet, 
et qui présentent par conséquent des déformations progressives et 
permanentes. On peut aussi trouver des cas dans lesquels la déforma- 
tion progressive entraine la rupture, et en particulier indiquer pour 
les solides anisotropes quelles relations entre les vingt et un coeffi- 
cients d’élasticité sont nécessaires pour qu'un plan d'orientation de- 
terminée soit un plan de glissement sans rupture ou un plan de facile 
clivage. Enfin, passant à l’etude des corps isotropes, dans le cas gé- 
néral où les forces élastiques sont des fonctions non linéaires des dé- 
formations, on peut de même tirer de la connaissance de ces fonctions 
les conditions auxquelles les forces appliquées au corps commencent 
à produire une déformation progressive, au lieu d’un état d'équilibre 
déterminé, ou bien la rupture. 


Dans ce premier et court Mémoire, je me bornerai à mettre le plus 
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peut pas espérer atteindre la vérité par l’experimentation pure; la 
preuve en est faite surabondamment par Je nombre prodigieux de Mé- 
moires de mesures qui, chacun à son tour, obscurcissent davantage 
un sujet déjà peu clair. Des hypothèses, développées jusqu’au point 
où la comparaison avec les mesures anciennes devient possible, sont 
tout à fait nécessaires; mais, loin de se borner à une seule hypothèse, 
il convient, pour n'être pas dupe, de chercher à faire une énuméra- 
tion aussi complete que possible de toutes celles que l'imagination 
humaine peut inventer, pour choisir ensuite l'hypothèse la plus com- 
préhensive comme étant provisoirement la plus vraisemblable. 

J’ose espérer pourtant que l'hypothèse actuelle aura besoin seule- 
ment d’être complétée pour tenir compte de la vitesse de déformation, 
mais subsistera dans ses traits généraux. 


Deformations en fonction des forces. Cas d'indétermination. — Pour 
un corps isotrope, en admettant les lois de Hooke, on sait que les forces 
élastiques N, T sont données en fonction des dilatations et des glisse - 
ments D, G par les relations 


N,=A(Dz+ D,+N:) + 2pD., T,= p2G, 


qui sont, en général, résolubles par rapport aux déformations et don- 
nent 


N,+ N+ Na D N, A N,+N,+Ns; 


D2+ D, + De a 2 qu op rim 


Un premier cas d’indetermination bien connu est celui des fluides 


= Oy 
T,=T,=T;=0, N=N=N=3%D,.+D,+D;), 
D.+D,+D.= =; 


D,-—D,, Dz—D:, G, Gy, G: indéterminés. 
Les six forces élastiques sont bien déterminées; mais elles ne dépen- 


dent que d’une seule déformation, la dilatation cubique. Aussi ces six 
équations n'en fournissent qu’une seule, distincte pour le calcul des 
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element de volume n’altere pas l’equilibre. Mais sı l’on donne, en 
outre, aux différents points du corps un systeme de vitesses initiales 
qui ne produise que des dilatations cubiques, sans glissements (‘), 





(!) Par exemple, sans rotation autour de Oz, on peut poser 
Voan+ bri+cer+d 
—3ax(y?+ 22) — b(y24+ 22) +ery + frz+gr+hy +ks, 


u= >= 3ar2+2br+c—3a(y?+ 22) +ey +fz+g. 
v=— = barry + aby —exr—h, 

w= —,= 6arz + 2bs—fr—k, 

19 = u, = Oy = Ww, = Van dada bart 2b, 


et prendre x, », @, soit comme des déplacements, soit comme des vitesses qui donnent 
lieu uniquement à des dilatations cubiques, croissant proportionnellement à .r. 
On peut trouver facilement la solution générale; on a, en effet, 


vwer,=w=}0 + =o 0+9,=0  a,+u.=0; 
d’où l’on tire aisément 
” " ” 1 , 
Un= — Un=— Us = 50r, 
n 4 ” ' 
— (np — Cys = — Vz 10,, 
N # 
— TO = — «vs = (vs = 10, 3 
puis , , im , 
Urytt Vrty= 0 = — $F (Opt 0,1) 


et deux autres pareilles; d’où 
07: = 0}: = 05: — 0, 
gO Sart By +y5+ bay + ers + nye + lays 4+ 9, 
ax? + aBay+ayrs+ Oxrty+ extzt+oarnays+ Crtyz+2906+) (7,5). 
2ary + By? +2yys+ Cayt+oeryz+ ny2s+Crytz+ 207 +ha(s,2), 
Im — 2axz Haßys+ yat +2dayz+ exszt?+ ny? + Cxy2? +202 +03 (2,7) 
et, pour que les glissements soient nuls, 


3 U = 


3e = 


Uys = Vs = Wy = O0, S=e=yn=l=0, 
vy = —a(y?+ 32) + Ay + A'2 +2’, 
Y2=— trat) + s+ pie ty, 
Ya=— Y(t?) + vat vy +"; 


d’où, en somme, 
u= A 2—)3— st) +afry + 2ÿrs+aor + Ày + d'2 + À". 
v=ßl P—ar— st) <auxy + 2/73+29Y + us +ur ty, 
w= y(— z?— yt 22) +2ar2 + 2ßys +203 + vr + vy + Vv’, 


solution qui ne diffère de la solution particulière que par l'orientation arbitraire de la ligne 
sans rolalion. 
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on trouve 
du 


dE — 


de mème pour v, w. Cette déformation particulière peut done croitre 
sans limite proportionnellement au temps, si les vitesses initiales d’ac- 
croissement de u, v, ne sont pas rigoureusement nulles partout. 

Une réserve est toutefois nécessaire : ce déplacement ne reste pas 
fini à toute distance, ce n’est donc pas un déplacement virtuel à consi- 
dérer pour un milieu indéfini, mais seulement pour un milieu limité, 
quelle que soit sa forme d’ailleurs. 

Telle est la cause de la difference des deux résultats. 


Le système de déplacements et de vitesses virtuelles admissible doit 
rester fini, méme à distance infinie pour un corps illimité. mais seulement 
dans l'intérieur du corps pour un corps limite. 


Il est d’ailleurs facile de s'assurer (') que tout systeme de déplace- 
ments dans un corps illimité résulte de la superposition d'ondes planes 





(!) Considérons en effet un déplacement U, et appliquons la formule de Fourier 


+ © æ æ + © +o + © £ 
U= fer. f da f d3 f dx f af an [ a FED cosa(e—#) e088 (y—1) co8 (7) 
0 eo “0 — © u_o —2 ‘. 


ou en développant l'intégrale triple par rapport à dé dr, dZ, et désignant par Ur, Uns, ... 
des coefficients qui ne sont plus fonctions que de a, 8, +, 


Urs cosar cos By cosyz + Use cosax cosßy siny= | 


U= [ads fas [a | + Uiss cosar sin By cos z + Uiss cosa.r sinßy sinys 
0 0 Jo + Us sinzx cos By cos yz + Use sinarcosßy sin: 


+ Use: sinaz sin By cosyz-+ Uses Sina.r sinßy sinyz 


Le changement des variables «, ß, y en d'autres qui définissent la normale à une onde 
plane uniforme se fait très facilement, en considérant a, 8, y comme les coordonnées rec- 
tangulaires d'un point dont les coordonnées polaires sont A, 6, 9; l’élément de volume. 
quand on intègre par rapport à ces dernières variables, est 


A? sind dd dd de. 
On a d’ailleurs, en prenant Oz pour axe polaire, 


a—=Àcos0, §=AsinOcosy, = À sin sine, 
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uniformes convenablement choisies, d'amplitude finie lorsque les dé- 
placements sont finis, même à distance infinie. Concluons donc : 


La limite de stabilité d'un corps illimité est donnee par la considération 
des vitesses de propagation normale des ondes planes et uniformes qui 
deviennent nulles. 

La limite de stabilité du même corps pris en masse limitée de forme 
quelconque est donnée par la considération des déformations qui devien- 
nent indéterminées. 

Ces limites sont différentes, et la dernière généralement plus resserree 
que la premiére. 


Travail mecanique des métaux. — Le travail des métaux par lami- 


el, on posant 


Un= Apt Ag+ Ag+ Ag, Us = Bi —B,+ B,;— B,, 
Uise = — Ay + At Az -- Ay, Uie3 == B,+ B,— B; — B,, 
Usoi = — Ay — Ag + Az + Ay, Use. = — B, + B+ Bs — B,, 
Un=— Ay + As — Ant A4. Us = Bı+B+B-+B,, 


on peut écrire la parenthèse sous la forme 


A, cos(azx + By + 5) + Bısin(ae + sy + 3), 
+ A2 CcoS( ax + 8» — ys) + By sin(az + By — yz), 
+ A; cos(2r — By + 73) + Bs sin(zz — By + ys), 
+ A, cos(ar — Br — 73)+ B, sin(2z.c — By — ys), 


og: = 27. 
c'est-à-dire sous la forme de quatre ondes de période Bu ayant lours normales dans les 


quatre triédres droits autour de O.z positif. En étendant l'intégration à tout ce côté du 
plan Ors: nous avons bien 


T 


2 27 æ 
C= f sin 0 d0 f do [ [A cos(2zr + Br + y5) + Bsin(ar + Br + y3)]A? da 
e/g e.“0 «0 


et enfin 


2% 


C= f sinn [ dz F(.r cos +) sin® cosy + 3 sin0 sing). 
0 


‘0 


Les ondes F sont bien dos ondes planes uniformes, orientécs en tous sens dans l’espace. 
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Je n'ai fait dans cette introduction qu'indiquer rapidement les idées 
générales et leurs conséquences. Sur les divers sujets énumérés, 
clivage des cristaux, déformations progressives et permanentes ou 
rupture des corps isotropes, les Mémoires particuliers sont ou prêts 
ou très avancés et pourront, je pense, se succéder tres rapidement 
dans ces Annales. 


TRANSFORMATION DE MOUVEMENT, 


Pır M. DAUTHEVILLE, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MONTPELLIER. 


M. Appell a montré dans un récent Mémoire (') que les transfor- 
mations homographiques peuvent être appliquées avec avantage à 
diverses questions de Mécanique. A la fin de son Mémoire, M. Appell 
propose la généralisation suivante des résultats qu’il a obtenus. 

Soient les équations de Lagrange 

d oT oT 7. r dqi EE , . 
où T est une forme quadratique de q,,..., 4, avec des coefficients fonc- 


tions de g,,.... gx etoù Q,, ..., Q, dépendent seulement de q,, ..., qu. 
Trouver les transformations de la forme 


ri fig Jas -: KR) (i=1, 2,.. À), 
Aly = las Jar -.., gx) dt 


qui transforment ces équations en d’autres de la forme 


di os OS 1 dr; . . 
2 D en men 





où S désigne une forme quadratique de r,,..., r, avec des coeffi- 
cients fonctions de 7,,..., 7, et où R,,..., Ry dépendent seulement 
de ry. ..., Tp 


(1) De Vhomographie en Mécanique, par M. Appell (American Journal of Mathematics, 
vol. NII, p. 103). 
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Nous nous proposons de considérer le cas du mouvement d’un point 
sur une surface (K = 2) et de montrer que les transformations cher- 
chées sont celles qui conservent les lignes géodésiques, ainsi que l’a 
prévu M. Appell. 


Considérons deux surfaces S et S,, et faisons correspondre un point 
réel de la première à un point réel de la seconde. On sait, par un théo- 
reme dü à M. Tissot, qu’il existe sur la premiere un système orthogonal 
auquel correspond sur la seconde un systeme orthogonal. Rapportons 
les surfaces à ces deux systèmes orthogonaux. Soient 


ds? = E dut + G ds, dsi=E, du: + Gi, dv? 
les expressions des éléments linéaires de S et S,. Considérons.un point 


matériel, de masse égale à l’unité, dont le mouvement sur la surface S 
est déterminé par les équations 


d (at) oT _,, „_ du 
| \ a du) du — ? "ea 
1) ‘ 

d {dT\ OT ‚de 

I) Ge =O = a 


ou 
:T = Eu?+ 0%, 
et où P, Q dépendent de x, + seulement. 

Considérons maintenant un second point, de masse égale à l'unité, 
en mouvement sur la surface S,, et imaginons que les coordonnées de 
ce point sont fonctions d’une nouvelle variable ¢,, liée a ¢ par l'équa- 
tion 
(2) dt, = lu,v) de. 


Le mouvement du second point sera determine par les équations 


(Ge) = P u = du 
| | a for IT, _ oo dv 
‘ ai, (ar) ge Re man 


ou 
T, = Eu? + tn. 
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La question que l’on se propose de résoudre se réduit à celle-ci : 
Est-il possible de déterminer la fonction À de manière que P, et Q, 
soient indépendants de u, et dee, ? 

Des équations (1) et (3) on déduit 








, „du ı JE ui? JE , vt CAR] > 
‚. \ E dada à" 3 du 
(4 
) lo=e a 1 JE RE WG ne! OG os 
‘dt adv Ou 2 dev 
et 
p E du, _ I dE, | JE, u' eo 1 Hi, ‘+ 
5) | bg Tr a UE ru 1 Oa? 
(J 
. ‚de 1 OE, OG, , 1 OG, . 
— ( aia ‘2 —— ‘ - — ¢?, 
| 0 "dt, à de Og NT 3 Op 
On à maintenant 
"zu, acu), ee Au), 


d’où l’on tire 


du, ide fdh , Oh, 
—!— _— -(— uw? — us), 
dt, 22 dt a) Ou ov 


de det 0. R 0). ar 
ye du mere Ge ‘ye 
, : du’ de , 9 
Remplacant dans ces équations ==; 7, par les valeurs déduites de 


(4), et portant dans (5) les valeurs ainsi obtenues pour D a4, on 
1 
trouve finalement 














E,P E, dE 1 dE, ï OW\ , 
> __ __ ı 7" 2 2 UT ns 2 
Piss E? CE du 2 du 93 =) 
_ (E, OE dE, + E, d7\ ,, 
(E vr dv 7 de) "1": 
A E, 0G 1 0G,\ .; 
| CE de — 3 de mi 
G,Q /WmdE 1 0E,\ ,, 
= GF Hu; i) ui 
(3 OG dG, | Gy d2\, 
AG du du 7 + du) 1" 
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in exprimant que P,, Q, sont indépendants de u, #,, on a 


équations 
E, JE 


2E du 
E, JE 


E dv 
E, 


— 


E 


(1, 

(1 
Gy 06 
G Ou 


201 dv 
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ı OE, E, 0% _ 


— — —, 


2 du À du vo 

JE, Eı dd 

Ov ho” 
OG 
Ou 
DE _ OB, 
dv 

OG, (Gi 0 

Qu 7 À du 
ı JG, G, OG, 


2 06 + À Ov 





"=O, 


222 0, 


Ces équations sont équivalentes aux suivantes : 





QT st Sr) 
| Adu 2\E du E, du, 
OA _ 1 JE ı JE, 
roe Ben 
1d 1 Oty, 
. Eu = Ey du 
(0) ı dE | JE, 
(G dv G, ov’ 
2 OU 1 OE 2 JG, 1 JE, 
Goa Edu” G, dua E du 
2 OE 1 OG 2 JE, 1 OU, 
\E oe Gace Bo 5 


Les quatre dernieres, étant indépendantes de A, sont les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que le probleme proposé admette une 
solution. On reconnait dans ces conditions celles qui expriment que 
les lignes géodésiques se correspondent sur les deux surfaces considé- 


rées ('). 


Si l’on suppose ces équations identiquement vérifiées, les deux pre- 


te ee mt Rs se nm 


(1) G. DarBoux. Lecons sur la theorie generale des surfaces, WE Partie. p. î 


19: 
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mieres donnent A. On en deduit, en effet, 





CAS 9 EA _ 
du PE "HT 
ou bien 
EA? EA 
E, — V, E, — U,, 


V, désignant une fonction de +, et U, une fonction de w. Adoptons les 
notations employées par M. Darboux dans son Livre Sur la théorie gene- 
rale des surfaces (*). L'intégration des quatre dernières équations (6) 
donne 


— — VU?, 


V étant une fonction dev et U une fonction de z. On aura donc 


V, 
vu: VU: 


VV= (7) = K?, 


À? — 
De là 


K étant une constante. 
On a, par suite, 


La solution du problème est achevée, et l’on voit que les transfor- 
mations cherchées sont précisément celles qui permettent de repré- 
senter géodésiquement lune des surfaces considérées sur l'autre. 


IT. 


Considérons en particulier le cas où l’une des surfaces est un plan. 
Nous pourrons effectuer complètement les calculs et obtenir sous forme 
explicite les transformations que nous avons en vue. 


ne 





(1) Loc. cit. 
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Soit un mouvement plan défini par les équations 


2 , 
(1) ct — X, “2 —Y, 
où x, y désignent des coordonnées cartésiennes rectangulaires et où 
l'on suppose que X, Y sont fonctions de x, y seulement. Considérons 
une surface rapportée au système de coordonnées curvilignes formées 
par une famille de géodésiques et leurs trajectoires orthogonales. 


L'expression de l'élément linéaire est 
ds?= du? + C'dr?. 


Le mouvement sur la surface d’un point de masse égale à l'unité est 
déterminé par les équations 


iG)" + 

dt, \ ou’ du ~~ dt,’ 

(2) « a {OT OT _ 1. de 

jar Gr) md eg 
| aT = ul? + C292, 


où ¢, désigne le temps. 
Proposons-nous de trouver les transformations de la forme 


(3) r=f(uv), y=zolu,r) dt, = 1(u,v)dt, 


qui transforment les équations (1) en les équations (2), avec la condi- 
tion que P et Q soient indépendants de u‘, v 


On déduit de (2) 
du' 7 , 
\P =a Cou 
En) de! C ac 
—r eo bgt 2 
[oc + acs u's Cys 


En différentiant (3) et tenant compte de (1), on a 


of du! .,df ds Arc _, où of 
XM Oo M dh (a Tr Lu 





Ou? Ou du 
+ (2x of Oh of 3 9 sa) we’ (085 Sw de 


du d dv du du ov dv de 
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‚99 du" 4, 09 dv : 9 N. dp\, 
= Mu dn de + (085 Fu du 


(a2 92 CERCLE PE (12 a att DE 
Jude “dv du Ou 0 yes CE Je À Ay ac} - 





du dv’ a . , . 
Portant dans (4) les valeurs de ==, = fournies par ces équations, 
1 i 
on obtient les valeurs de P, Q en fonction de u, v, u’, vw". En égalant à 
zéro les coefficients de uv’, uv’, o? dans P et Q, on a six équations 
pour déterminer /, 2 et A. On trouve ainsi, en posant, pour abréger 
Uf do do Of 


l'écriture, Am I ot — a 
écriture, À Ou dv du ov’ 


1 (OY de v9 of 1 Où 
1 (525° 55) Fu” 


2 ( df 09 do. 2 +: 1 D 





A | Ou de der du dv ov À ov — 
wf a2 _ oe af) xc _, 
a dv? de Ov? de. ‘du’ 


Of o'9 do af 


du du du dui °” 
2 f of do Oo Of 10k 2 OÙ 
A Adu Cou 


a (3 079 do 52) 1 0A I JC _ 


mn ee nn eee = — — 3; oO 
Ou du dev du du dv , 


— ee. — — — — — 


du dr? du de? À ov Gov 





La quatrieme équation s’integre immédiatement et donne 


SH=NO+Vi 
Vet V, désignant deux fonctions de ¢. 

Imaginons que la famille de geodesiques qui intervient dans le sys- 
teme de coordonnées curvilignes auquel on rapporte la surface soit 
formée par les géodésiques passant par le point de la surface qui cor- 
respond à l'origine des coordonnées dans le plan. Alors à chaque va- 
leur de v» en correspond une de « pour laquelle on a identiquement 
f=%=0. Il en résulte que V, est identiquement nulle et que l’on a 
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[= Vo. Cela posé, le systeme (5) devient, par quelques réductions 
simples, 





f= Vo, 
(de ate 
(oe dv de? C Jl 
Dm de Og Ow’ 
? Ou Ou Ou 


(6) 








V’ et V” étant les dérivées premiere et seconde de la fonction V. 
On integre immédiatement les quatre derniéres équations, et Pon 
trouve 


My A (d9\* __ Ag? _ van _ 
ha (52) = U,, Tr? V:, 5 U,, 





V,, V, désignant des fonctions de v, et U,, U, des fonctions de u. Ces 
équations s écrivent 





du = Vs = du = V,’ U,V,’ — Ve 


Les deux dernieres montrent que C doit étre le produit d’une fonc- 
tion de « par une fonction de v. Posons donc 


C= 26, 


x désignant une fonction donnée de w et 6 une fonction donnée de ¢. 
On aura 


V2 
_. D 217 — 1 __ 
— BVV, A’ x Ur = gry, = AB, 
A, B désignant deux constantes. De là 


V,—A D u: AB, 


Tr) .— 
V' 2 
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et ensuite 


398 — b, 
‘du V’ 
d9 a} v' 

or du Ba icy 


En intégrant la derniere équation, on obtient 





R 
(7) 9= gx 
où l'on a posé 
1 D 
R= ve 
du 
U=—] a 


et où S désigne une fonction dev. 
On voit par ce qui précède que le systeme (6) peut être remplacé par 
le suivant, 





f=V9, 

do _ D 

— R 

(8) (?—U+S 

(eye He 

Var de PTE NT 
„2 u y 9? 09 
? Ou Ou ou 


wy tx a is Je . . _ 
où 2’ = Tu’ et tout se réduit à déterminer les fonctions V etS au moyen 


de la dernière équation (8). Remplaçant © par sa valeur, on à 


(U + S)(RR'V'— REV RAV) 
+aRR'S V' + RIS'V"— RSV—REV SU x’, 
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Differentiant par rapport à u, 


RR’V'— REV RR _ Uae’ + Lx + l'a” 


"R: y’ 33 — U 





ou bien 
RR’V—aR®V'--RRIV ee —p 
EU A 


D etant une constante. 
L’équation devient alors 


ISRV’3:+ à RS VE RSV — RSV! | 
DSRV "pit RS NE RE RS Ua’ DU =D, 
live 


D, etant une nouvelle constante. 
Par suite, si l'on pose 


( D = 22x"— x", 


9) 
‘9 | D, = U'22'— DE, 


on aura, pour déterminer V et puis S, les équations 


(10) RR’V’— 2 REV — RR’V’— DR’V'5? = 0, 
(11) DSRV'3?+ 2R’S’V’+ RS’V’— RS’V’— D, RV'3? = 0. 


Si l'on differentie la premiere équation (9), ona 


aa” — xx — 0, 
d | a” 

—. or — = O 
du ? x ’ 


x 
— : 2 Const. 
A 

ou bien, comme on le voit aisement, 

I nr : 


— ot const. 
t 


Cette quantité constante exprime la courbure totale de la surface, 
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d'apres une formule due à Gauss (*). Ainsi la transformation cherchée 
ne peut être effectuée que si la surface donnée est à courbure constante. 
Plaçons-nous dans cette hypothèse. Les formules données par M. Dar- 
boux (?) nous permettront d'achever le calcul. 
Si l’on suppose la courbure nulle, on a 


(u; 
de la 
au, 
B=1 
On trouve alors 
b= = 5 
D=-.ı, 
D, = o. 


Les équations (10) et (11) deviennent 


3V"— aV'V"+ 4V"=0, 
ST +S=o. 
On en déduit 
V=Etang(e + F) +6, 
S—Hsine + K cos, 
et ensuite 
— m (usins) + n° (u cos v) + p' 
m(usine) +n(ucose)+p 
(12) m'(usine) + n"(ucose) + p” 
I= nn —— 
m(using) + n(ucosv)+p 
.=q[m(usine) + n(ucose) + p}, 


m,n,p,... étant des constantes. 


(1) G. Darroux, Zecons sur la théorie générale des surfaces, t. II, p. 416. 
(2) Jbid., p. 46. 


372 DAUTHEVILLE. 


ie 9 . . + a I 
Si l'on suppose que la courbure est positive et égale à -;; on aura 
a 
. FE a ff 
C?= asin?—, 
a 


. ut 
a—asin-—>» 
a 


8=1. 
De la 
U— —' _, 
rtang © 
‘ Ta 
D=— 
D, = O. 


On trouve, pour déterminer V, 5, les mêmes équations que dans le 
cas précédent, et l’on obtient finalement 


é (TA , 

m _imt (sine tan ang | )+ n' ( COsV tanz, | + p 
a: 

I 


m m (sinvtar tang! “) +n ( cose tang — -) +p 


(13) 
à” m’ (sine tang < + n° cose tang — ) +p 


a 
m (sine tang = ) + Wt ( cose tang — “) +p 


+ . I 
Enfin, sı la courbure vaut — mi ON à 





26 ad 
U — 
ale: e a) 
D=-., 
I 
D, = — — * 
al 


L’équation en V est la même que dans les cas précédents, et l'équa- 
tion en S est 
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Elle donne 
a e I 
S— Hsinv + K cose + 7 


et l’on trouve 








u 72 7 u 
ee sine | 4 n'( LE cosv | + p' 
m m n Ss ( a a p 
et + e a et + e a 
? — u u u ut 77? 
et—e "| a ef 
m a Lu sin¢’ +N m cost + p 
ee “ ere a / 
LA 
(14) u u n 7 
geo pp «a ao yp at 
m” ET: sine | +” oT cose | +p” 
n u u m / 
ef +t e a et + e a 
J = a | a” | ° 
et —-¢ a . et — € a 
m TT, SIN [à tn 7, COS + fp 
| et + e a el ye e a 


Telles sont les transformations que nous nous proposions d'obtenir. 
Dans le Chapitre que nous avons précédemment cité, M. Darboux 
donne les équations suivantes pour les lignes géodésiques : 


Aucose + Businv +C=0, 


u U. . 
Atang 7 COS P + B tang 7 sine + (=o, 








u u LL a 
et —e A et—e " , x 
A, cos +B 7 -sine + C= 0. 
ef + e al e“ + e a 


’ . os u . » » 
Nous avons écrit dans les deux dernières = au lieu dew, pour faire 


concorder les notations. L’éminent géomètre ajoute : 


« Si l'on représente la surface sur le plan en prenant pour les 
coordonnées rectangulaires æ et y du point du plan les coefficients 
de À et de B dans les équations précédentes, les lignes géodésiques 
de la surface correspondent aux droites du plan... Quand on a effectué 
une représentation de la surface considérée sur le plan, on les ob- 
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tient toutes en faisant suivre cette représentation, quelque particu- 
liere quelle soit, de la transformation homographique la plus géné- 
‘ale dans le plan. » 


Cela étant acquis, il suffit de considérer les formules (12), (13) 
et (14) pour constater que les transformations qui répondent au pro- 
blème proposé par M. Appell sont celles qui transforment les droites 
du plan en lignes géodésiques de la surface ('). 


——. m —[n _— mm EL cm nn — — nn 





(1) Les résultats contenus dans cette Note ont fait l'objet d'une communication que 
nous avons cu l'honneur de présenter à l'Académie des Sciences (séance du 8 décembre 
1890). 
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INTRODUCTION. 


1. En étudiant la dispersion de la lumière dans le spath d'Islande, 
j'ai rencontré des particularités dont les conséquences peuvent apporter 
d'importants documents sur la théorie de la lumière. Celle qui m'a 
paru le plus remarquable, et que je me propose d'approfondir surtout 
dans ce Mémoire, est relative au terme de Briot : elle permet de tran- 
cher entre l'hypothèse de Fresnel et celle de Mac-Cullagh et Neumann 
sur la position de la vibration lumineuse par rapport au plan de pola- 
risation d’un rayon polarisé rectilignement. 

Considérons un faisceau lumineux parallèle, réfléchi par le miroir M 
(ig. 1) et suivant le chemin SIR. Pour une incidence convenable, le 
rayon IR est polarıse : la vibration lumineuse est rectiligne, perpendi- 
culaire au rayon; de plus, elle est ou dans le plan de polarisation, 
suivant a, ou perpendiculaire à ce plan, suivant b. C’est une conse- 
quence mathématique de l'expérience de Fresnel et Arago, dans la- 
quelle deux rayons polarises et sensiblement parallèles interferent si les 
plans de polarisation sont parallèles et n’interferent pas si ces plans sont 
perpendiculaires. 
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Tout le monde est d’accord sur ce point. Mais la vibration est-elle 
perpendiculaire au plan de polarisation, suivant l'hypothèse de 
Fresnel? Est-elle au contraire dans le plan de polarisation, comme le 


Fig. 1. 


EN N s 


M 


veulent Mac Cullagh et Neumann? Telle est la grande et longue que- 
relle. 

« Il parait difficile, dit Lame, de décider par l’expérience laquelle 
de ces deux directions est la véritable; car, quelle que soit celle qu’on 
adopte, les deux rayons réfractés (dans un milieu birefringent) sont 
polarisés à angle droit, et toutes les conséquences relatives à la polari- 
sation sont les mêmes. » 

En parlant ainsi, le célèbre physicien n’entend s'occuper que du 
terme principal de léquation du mouvement lumineux. Je pense que 
la question peut au contraire être résolue par l’étude des termes de 
dispersion, et j'espère pousser la démonstration assez loin pour con- 
vaincre la généralité des physiciens et des géomètres en ne leur de- 
mandant que des choses admises par tous. Mais cette question m'a 
conduit à diverses recherches dont plusieurs ont été fructueuses et que 
je dois faire connaître, notamment sur les formules d’interpolation et 
les formules de dispersion, et sur les erreurs systématiques des me- 
sures goniométriques. Le Mémoire sera partagé en quatre Chapitres. 
Le premier traite des formules d’interpolation, préliminaire néces- 
saire au deuxième Chapitre; celui-ci, par l'étude des formules de dis- 
persion, pose les bases du troisième Chapitre, où l’on s'occupe de l'in- 
fluence de la dispersion sur les lois de la double réfraction. Enfin, le 
quatrième fournit le contrôle de la théorie par l'étude expérimentale 
dans le spath d'Islande. 


ur 


INFLUENGE DU TERME DE DISPERSION DE BRIOT, ETC. S. 


CHAPITRE 1. 


FORMULES D’INTERPOLATION ET DE DISPERSION. 


2. Une formule de dispersion est une relation à coefficients nume- 
riques applicable à une certaine étendue du spectre et qui lie l'indice 
de réfraction à la longueur d’onde. Dans la recherche d’une pareille 
formule, comme dans celle de toute formule d'interpolation, on ren- 
contre deux sortes de difficultés : c’est d’abord le choix de la forme 
analytique qu’on doit adopter; celle-ci dépend des idées théoriques 
particulières au sujet; j'en remets donc l'étude à un autre Chapitre 
et me contente de dire ici que, résultant d’un développement en série, 
la formule sera linéaire par rapport aux cocfficients inconnus. La 
forme étant choisie, il s’agit de faire concourir toutes les observations. 
chacune avec le poids qui lui convient, à la détermination des coeffi- 
cients en nombre moindre que contient la formule. 

Deux méthodes principales sont usitées pour cet objet, celle de 
Cauchy inventée tout exprès pour ses études sur la dispersion, et celle 
de Legendre (méthode des moindres carrés). La deuxième seule est 
conforme au Calcul des Probabilités; néanmoins la première lui est 
généralement préférée, à cause des grands avantages pratiques qu'elle 
présente. 

La divergence des deux méthodes vient de ce que les formules de 
Cauchy, prises dans leur sens restreint, fixent d’une façon absolue, 
et différente de celle des moindres carrés, les combinaisons à faire des 
observations. J’ai pu heureusement leur donner une grande généra- 
lité. La souplesse qu'elles y gagnent permet de leur faire représenter 
telles combinaisons que l’on veut des observations, par suite de les 
adapter à la méthode des moindres carrés en conservant tous leurs 
avantages pratiques. 

Bien plus, elle permet de modifier, dans le cours des calculs, le 
poids d’une ou plusieurs observations. Ces modifications sont quelque- 
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fois nécessitées par une évaluation erronée de la précision des expé- 
riences; d’autres fois, elles simplifient les calculs sans leur faire perdre 
de leur exactitude; dans tous les cas, elles permettent de faire la part 
de ce que la méthode des moindres carrés présente d’utiles indications 
et de ce qu'elle offre de dangereuses illusions. 

J’exposerai la méthode de Cauchy, puis la généralisation et l’adap- 
tation de ses formules à la méthode des moindres carrés; enfin je pré- 
senterai quelques observations critiques sur les deux méthodes. 


$ I. — Méthode de Cauchy. 


3. Soit à déterminer les coefficients a, db, c, ... de la formule 
(1) y = au + b6 + ci +..., 


dans laquelle des systèmes de valeurs simultanées des variables y, u, 
e, sy, .. peuvent être déterminés experimentalement. A chaque ob- 
servation correspond une égalité telle que la précédente, de sorte que 
observation de rang z donne 


yız au; + bi, + CV; +... 


Généralement, le second membre de la formule (1) résulte d’un de- 
veloppement en série, de sorte que les termes décroissent rapidement; 
cette remarque a conduit Cauchy à procéder par approximations suc- 
cessives. 


4. Premiere approximation. — Je suppose d’abord que les termes 
qui suivent le premier sont négligeables; alors les observations, au 
nombre de 2, donnent, pour déterminer a, les égalités 


yızau, yız Ally, any Va = Ale 
Je prends deux axes coordonnés Or, Oy (ig. 2); je considère le 
point M,, qui a pour coordonnées OP, = u,, P,M, = y,, et je joins OM,. 
Le coefficient angulaire de OM, est 2; c’est donc la valeur qui résul- 
1 


terait pour a de la premiere des égalités (1). A chaque égalité répond 
de même une droite dont le coefficient angulaire est une détermination 
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de a. Si donc les observations étaient exactement concordantes, toutes 
ces droites coincideraient en direction; mais il n'en est pas générale- 
ment ainsi. La solution de Cauchy consiste à prendre la résultante 
OM (') des droites OM,. OM,, ..., OM, et à adopter pour valeur de 
l’inconnue a le coefficient angulaire de cette résultante OM. Pour ob- 
tenir celle-ci, il suffit, comme on sait, de joindre le point O au centre 


Fig. 2. 





° 

de gravité G des points M,, M,, ..., M, et de porter sur la droite ob- 

tenue le segment OM = n0G. Reste à représenter l'écart entre l’obser- 

vation et le calcul. La valeur de y correspondante à u, est, par la pre- 

mière observation, y, — P,M,; si j'appelle N, l'intersection de P,M, 

avec OM, la valeur correspondante à l’abscisse u, est au, = P,N,. 
L'écart entre l'observation et le calcul est donc 


P,M, —P,N,=N,M. 


Cette explication géométrique, que j'ai cru devoir substituer à l’ex- 
position analytique de Cauchy, conduit aux conclusions suivantes : 

1° On reconnait dans la solution adoptée une généralisation de la 
moyenne arithmétique ; G mérite bien le nom de point moyen, OG celui 
de direction moyenne; d’après une propriété des centres de gravité, la 
somme algébrique des écarts N,M,, N,M,, ... est égale à zéro comme 
pour les moyennes arithmétiques. 

2° On doit supposer toutes les valeurs de u positives; sı u,, par 
exemple, était négatif, on devrait, pour ne pas diminuer la précision du 
résultat, changer les signes des deux membres de la première égalité. 
Il suffit, pour s’en convaincre, d'imaginer le cas extreme où la somme 
u +Uu,+...+ u, serait nulle. Le point M, qui aurait pour abscisse 





(*) La figure représente la construction pour deux points M,, M:. 
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cette somme nulle ne pourrait pas faire connaître la direction moyenne 
cherchée. 


3° De ce qui précède résulte cette règle : 


Ajouter membre a membre les egalıtes 
(1) Ji = aly, Yı AU, sees Yan aun, 


après avoir multiplié les deux membres de chacune d'elles par +1 ou —1. 
suivant que la valeur correspondante de u est posilive ou négative. 


J'appelle y, et u, les sommes obtenues dans le calcul de a, et que 
(pour me servir d’une expression empruntée à la Mécanique) j'appelle 
valeurs resultantes des nombres y et des nombres u affectés des poids 
+1 où — 1. L’équation ainsi formée pour le calcul de l’inconnue a 
s'écrit 
(2) Ja — Aug, 
d'où l’on tire 


(A) a = Ÿs. 
Les écarts entre l’observation et le calcul sont 
y Y 
Ay=y—- ui, An=p—% Us, +) AYn= Yn — — Un. 
Ua Ua Ua 


Comme vérification des calculs numériques, la valeur résultante de 
ces différences doit être nulle; car elle a pour expression 


[AY la = (y—28 «) = ya— Ts Ua = 0. 


a Ua 


5. Deuxième approximation. — Ces écarts doivent présenter les ca- 
ractères d'erreurs accidentelles; s’il n’en est pas ainsi, c’est que cer- 
tains termes négligés doivent être rétablis, et l’équation (1) doit s’écrire, 
en introduisant par exemple le deuxième terme, \ 


(1) y = au + by. 


L’équation résultante (2) de la première approximation s'écrira 
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a 


alors 
(2) Yaz AUg+ byg. 


Je vais combiner les égalités (1) et (2) de manière à mettre en évi- 
dence les differences du premier ordre. Pour cela, je retranche membre 
à membre ces égalités apres avoir multiplié les deux membres de (2 ) 


par x u;j obtiens l’egalite 
3 —~ 4 y—5(y— ?a 
(3) y¥— "= b (« 2 u), 
que j'écris avec Cauchy 
(3') Ày = br, 


en représentant d’une façon générale par AX la différence X — na u. 


a 


L'égalité (3’) écrite pour chacune des 7 observations fournit 2 nouvelles 
égalités ne renfermant plus que l’inconnue b et sur lesquelles j'opère 
comme dans la première approximation. Je les ajoute membre à membre 
apres avoir multiplié les deux membres de chacune d'elles par +1 ou 
— 1, suivant que la valeur correspondante de Av est positive ou néga- 
tive. Je représente par l'indice 6 les valeurs résultantes fournies par 
les nouveaux poids et, au lieu de [Ay], par exemple, j'écris Ay,, ce qui 
ne risque pas d'apporter de confusion. 
J'obtiens ainsi, pour déterminer 4, l'équation 


(4) Ay,—bäAr,. 


Le systeme des équations (2) et (4) donne, pour les inconnues a 
et b de la deuxième approximation, les valeurs 


| b — Ayo 
(B) Av, 
( 
| _ Ya "a 
a —-b —. 
Ua Ua 


4 


Les différences entre l’observation et le calcul s’obtiennent en écri- 
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vant, pour les nr observations, la formule 


Ay, 
2 — — ’ 
Ary =Ay— He Av. 


Elles offrent les vérifications suivantes : 
A!y,=o, Aty,—= 0. 
6. Troisième approximation. — Si ces différences ne présentent pas 


les caractères d'erreurs accidentelles, les égalités précédentes doivent 
s’ecrire, en ajoutant un troisième terme, 


(1) y=zau +be +cw, 

(2) Ya = Aug + 0Va + Wu 

(3) y= usb(o— tu) +e(w— a), 
(3') Ay = b Av + cAw, 

(4) Ay, = db Ar,+ cAw,. 


. . ,» . J 
Multipliant les deux membres de l'égalité (4) par Bu, Av et retran- 


chant membre à membre de l’egalite (3’), j’obtiens la formule 
(3). Ay — 2 Av = c (dw — an e) 

que j'écris, toujours avec Cauchy, 

(5’) A? y = cAtw, 


Je forme cette égalité pour chacune des n observations et j'en deduis, 
pour déterminer la seule inconnue restante c, l'équation résultante 


(6) A?y,= cA®w,. 


Les équations résultantes (2), (4) et (6) déterminent les trois 
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inconnues a, b, c. Il vient ainsi, pour les formules de resolution, 


— A’ y, 
Aw, 
(C) b= Av, Le Avy 
Ar, Av, 
Y v [ à 
a= allies b a — _2 
Ua Ua Ua 


Les différences entre l’observation et la theorie s’obtiennent en écri- 
vant pour les n observations la formule 


24, 
A?y — Aty — A Ve 


Au. 
At. 





Elles offrent les verifications 
A’y.— 0, A5y, = 0, A? y.= 0. 


Sices différences ne présentent pas les caractères d'erreurs acciden- 
telles, on ajoute un terme aux équations précédentes et l’on continue 
ainsi de suite jusqu’à ce qu'on obtienne des differences qui satisfassent 
a cette condition. La loi de formation des diverses équations est d’ail- 
leurs mise en évidence; pour ne pas alourdir les explications suivantes, 
je supposerai la formule (1) limitée à trois termes. 


S II. — Généralisation des formules de Cauchy. Adaptation de ces formules 
à la méthode des moindres carrés. 


7. Dans le but de donner plus de généralité aux formules, je rem- 
place les poids +1 et —1 de Cauchy par des poids arbitraires; des 
lors l'équation 


(2) Va = Aa + Va + cw, (p.10, n°6) 


représente telle combinaison que l'on veut des vr égalités (1). De 
même, les équations (4) et (6) (p.10, n° 6) représentent telles autres 
combinaisons que l’on veut des égalités (3°) et (5’) et, par suite, des 
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égalités (1) d'où elles sont déduites. En conséquence, les formules (C) 
qu'on tire des équations (2), (4), (6) donnent les valeurs des in- 
connues qui résultent de trois combinaisons arbitraires des égalités 
(1); autrement dit, si l’on dispose convenablement des poids arbi- 
traires, on peut faire représenter aux formules (C) telles combinai- 
sons que l’on veut des observations; ces formules renferment donc 
toutes les solutions imaginables et, en particulier, celle des moindres 
carrés. 


8. Or voici cette solution : 

Multiplier les deux membres de chacune des égalités (1) par le 
multiplicateur u de a dans cette égalité et ajouter membre à membre 
les égalités obtenues; on aura une première équation résultante rela- 
tive à a. Former de même deux autres équations relatives à 6 et c 
à l’aide de poids égaux aux valeurs observées de v et w. Si je de- 
signe par les indices a, b et c les valeurs résultantes formées de ces 
trois manières, les trois équations obtenues pour déterminer a, b, c 
s’écrivent 


(a) Yazau,+ bDva+ CWa; 
(B) Vo = aus + ds + cory, 
(y) Vo = Aug + bv, + ee. 


Par cette solution, la somme des carrés des écarts entre l’observa- 
tion et le calcul est rendue minimum, et la probabilité de apparition 
simultanée de ces écarts, maximum. Je me contente de rappeler ces 
résultats bien connus. 


9. Pour ramener les équations (a, ß, y) aux formules de Cauchy 
generalisees, je tire a de la premiere et je porte la valeur obtenue 
dans les deux autres; il vient 


v Va 
(a); as 275% — C—) 
Ua Ua Ua 
y p w 
(B)s Yo (2 — 6b —c— )w-+ bv,+ cms, 
Ua Ua Ua 


(y): Ye (2 — b — — cu) ue. + bY, + CWwe 


Ua Ua Ua 
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L’équation (8), s’écrit, en ordonnant par rapport à b etc, 


u 


Va "a f We 
Yo— — Up= b( 0,— — uy) +e( — —U,). 


Or je remarque que y,— 2 u, represente la difference 
a 


ı za 
qui s’ecrit avec les notations adoptees > Ay;e; ou encore Ay,. 


ii 


De cette façon, les équations (3),, (y), prennent la forme 


(3): Ay,= b Av, +C Avs, 
(ys Ay.= bAv.+c Aw,. 


Je tire D de l'équation (B), et je porte la valeur obtenue dans l’équa- 
tion (+). J'obtiens de la même manière que dans la premiere substi- 
tution 





_ Ay, Aw, 
(B)s O= hy, ~° Te,” 
(7)s A?y,=c Ate,. 


D’après les formules (y);, (B),, (&),, les formules de resolution 
sont, comme dans la méthode de Cauchy, 





F _ Ay, 
|‘ A, 
(C) 4 p— ve _ Am 


10. Le calcul se fera de même et présentera les mêmes vérifica- 
tions : il n'y aura de différence que dans la manière de former les va- 
leurs résultantes; mais cette différence est essentielle, car les poids 
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donnés par la méthode des moindres carrés sont seuls conformes au 
Calcul des Probabilités, tandis que les poids + ı adoptés par Cauchy 
ne le sont pas. Enfin le calcul de ces valeurs résultantes ne sera guère 
plus compliqué que dans la méthode de Cauchy, si l’on observe que les 
poids, étant de simples coefficients de confiance, ne comportent pas 
la précision assignée par la méthode des moindres carrés; que, par 
suite, il est naturel de les remplacer par des valeurs grossièrement 
approchees; ainsi le poids 5274 sera remplacé par 5000, de façon à 
éviter l'usage des Tables de logarithmes. Je reviendrai sur ce point 
comme sur d’autres considérations théoriques; mais auparavant, je 
vais donner le Tableau des formules et deux applications numériques. 


S III. — Applications. 
11. Voici le Tableau des formules à employer : 


1° Calcul des differen ces. 





i approximation.. Ay=y— 7 u, 
a 
; , c A 
2° approximation.. Av=e——u, Aty=Av — Ib Ar, 
Ua “ “ Av, 

| ; | (3° Aw, A? y 
3° approximation... Aswma—-."u Au Aw—-—Aw,  A5y—Aty— T A? 

app la ’ Ac, ’ y L A? a à m, 
denses beeen cece eee eee ey tee tet nent eeseeeceeaes 

2° Verifications. — X représentant une quelconque des variables y, 


uU, rt, Tr, ee ., on a ° 





. aw ASX 
u —X,, AX,=o, ee A| =0, A?X, =- 0, E tw | =0. AN, —o, 








av 
Ee av ’=AX,, A? X,=0o, Fa 0, A X,=0, 
c 6 





2X . 
| ; cat | —AX,, A?X.=0, 
A4, c 
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3° Calcul des coefficients. 


_ Ay, 
c A? ? 
b — Ay, Aw b 
— — , 
Av, A: b 
Ua Ua Ua 


4° Erreurs moyennes. — Les erreurs sur les observations de y sont 
données par les dernières différences formées. L'erreur sur y; étant r;, 
l'erreur moyenne pour m équations à p inconnues est, comme on sait, 


In? 
e—\/ . 
m — p 


Ces formules sont aussi bien applicables aux deux methodes; mais 
celle des moindres carrés permet en outre d'évaluer simplement les 
erreurs moyennes qui en résultent pour les valeurs des inconnues a, 
b, c, .... Ces erreurs sont données par les formules suivantes ('), où 
chaque lettre grecque représente l'erreur de la lettre romaine cor- 
respondante 








12. A titre d'exemple et dans un but de comparaison, je vais ap- 
pliquer les deux méthodes au calcul des formules de dispersion pour 
le rayon ordinaire du quartz. Les résultats seront d’ailleurs utilisés 


8 nn se 


(1) Voir la démonstration de ces formules, n° 19. 
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dans la suite. J’emploierai pour ces calculs les valeurs inscrites dans 
le Tableau suivant ot la premiere ligne indique la raie du spectre; la 
deuxième, la longueur d’onde x; la troisième, l’indice ordinaire r; 
la quatrième, l’erreur movenne «. 


A. a. B. C. D.- 
} ob, 760 40 0#,718 36 ob, 686 74 ob, 656 21 ob, 588 91 
[PEER 1,539 19 1,540 17 1,541 00 1,541 90 1,544 25 
ne .. + 0,8 Æ 0,4 + 0,6 + 0,8 +0,6 
E. F. Gi’. h. Il. 
ho... ob, 526 go oF, 486 07 oF, 432 56 ob, 410 12 ob, 396 72 
Hosssssss 1,547 17 1,549 69 1,554 13 1,556 50 1,558 16 
BE. seco eee +o,{ +o,4 = 0,8 50,7 #£1,7 


Ces determinations d’indices, dues à M. Macé de Lepinay ('), ont 
été faites avec une très grande précision et m'ont paru mériter plus de 
confiance que les mesures faites antérieurement. J'ai adopté, pour 
la formule de dispersion, la forme (?) 


I 
— —a+bl?+rcl.. ., 
n? 


je À , 
dans laquelle n représente l'indice; / = = est la longueur d'onde dans 
le cristal, quotient de la longueur d'onde dans le vide par l'indice; 
® a , ° I 
a, b,c, ... sont les coefficients à déterminer. Les valeurs de =’ 2,2 


se caleulent facilement au moyen des données précédentes n et A. 
Elles représentent les valeurs de y, v, w des formules générales 
(n° 11). On doit faire ici u — 1. Je donnerai d’abord le calcul par la 
méthode de Cauchy, puis le calcul par celle des moindres carrés; les 
premières différences étant les mêmes dans les deux méthodes, je ne 
répéterai pas cette partie du calcul dans la deuxième. 


(1) Journal de Physique, avril 1887. 
(2) Voir plus loin, Chap. Il, § 1. 
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13. Voici le calcul d’une formule de dispersion pour le rayon ordi- 
naire du quartz, par la méthode de Cauchy : 


1° Calcul des differences. 





























A’, 


+0,0319 
—+0,0130 
+0, 0008 
—0,0093 
—0,0245 
—0,0275 
—0,0217 
—0,0011 
+0,0135 
+0,0243 





Av, = +0, 1676 


aies — À. : _ ar, : _ Air, Im 
Raies. J= ar. à, Av. 3°) a0, Ary. 
A..... 0, 422101 + 4345 — 4191 + 154 — 153 
au... 0,421563 + 3807 — 3742 + 65 — 62 
B..... 0,421109 + 3353 — 3349 + 4 — 4 
(Gos... 0, 420618 + 2862 — 2913 — 51 + 45 
D..... 0,419338 + 1582 — 1696 — 114 + 118 
E..... 0,417757 + i — 128 — 127 + 132 
F..... 0,416400 — 1356 = 1257 — 99 + 104 
i’ 0 ,414025 — 3731 + 3721 — 10 + 5 
h..... 0,412764 — 499” + 5063 + JI — 65 
H..... 0,411885 — 5871 - 5981 + 110 — 117 
is = 0,417796 Ay, =—28961 S?y.=+ 801 
AYo _ . Yo _ 
ae, — 070008979. Mas = + 0,00480. 
. Aw 
Raies. et Av. woh, Aw. — b Av. 
Av, 
A.. 4,097 — 4,668 0,2440 +0,1027 —0,0708 
a. 4,595 4,168 0,2175 +0,0762  —0,0632 
B.. 05,035 — 3,730 0,1986 +0,0573 —0,0565 
C. 5,921 — 3,21} 0,1811 +0,0398 — 0,0491 
D.. 6,876 — 1,889 0,1354 +0,0041 —0,0286 
E.. 8,622 — 0,143 0, 1160 —0,0253 +0,0022 
F.. 10,165 + 1,400 0,0984 —0,0429 +0,0212 
G’.. 12,909 + 4,144 0,0775 —0,0638 -+0,0627 
h... 14,404 + 5,639 0,0694 —0,0719 <+0,0851 
H.. 15,426 + 6,661 0,0648 —0,0765 --0,1008 
2a — 8,765 Avp= 32,254 “2 = 0,1413 Aws= —0,4882 
Ua Ua 
2° Calcul des coefficients. 
Are _ , Ay _ = J'a — / m 
Rig, — + 000480 Ave — 0,0008979 a =-+ 0,417756 
Aw v 
— EZ, = + 0,0000727  — Fr = + 0,007233 
— c T2 = —0,000678 
C=+0,00480 b = — 0,0008252 a=+0,424311 
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14. Voici le méme calcul fait par la méthode des moindres carrés : 


1° Calcul des differences. — Les colonnes poids indiquent les multi- 
plicateurs approchés que j'ai substitués aux multiplicateurs exacts. 




















\ sr, | Poids dr. , 
Raies. Ay. Poids. m Av. Ar. eno,o1. ~ rw. Aw. = A). 
A...... +0 ,004345 X —4,7 — 4180 + 165 x +3,4 — 162 +3 
G...... +0,003807 —4 —3733 + 74 +1,5 — 31 +3 
B...... +0,003353 —3,7 — 3340 + 13 0 — 13 o 
C...... —0,002862 —3 —2905 — 43 0 + 36 —5 
D...... +0,001582 —2 — 1692 — 110 —2,3 +110 o 
E...... +0,000001 Q -— 128 — 127 —2,7 +129 +2 
F...... —0,001356 +1 +1254 — 102 —2,2 +105 +3 
G’...... —o,003731 +4 +3711 — 20 o + 15 —5 
h....... —0,004992 -+5,6 +5050 + 58 -+1,0 — 49 +g 
H...... —0,005871 +6,7 +5965 + 94 +2,0 — 98 —4 
Ayo =—0, 143375 100 A2y.=+1738 
AYs - Are 
dy = 0,00089551, re = + 0,00470. 
Raies. Av. Poids. Aw. _ dw, Av. Atw. Poids 
dv, en 0,01. 
|: — 4,668 «x —4,7 +0 , 1027 —682 +0,0345 X +3,4 
Yn — 4,168 —4 +0 ,0762 —610 +0,0152 +1,5 
B......... — 3,730 —3,7 +0 ,0573 —545 +0,0028 o 
C......... — 3,244 —3 +0,0398 — 474 --0,0076 o 
D......... — 1,889 —2 +0,0041 —276 —0,0235 —",3 
E......... — 0,143 0 -—0 ,0253 — 21 —0,0274 —2,7 
F......... + 1,400 +1 —0,0429 +205 —0,0224 —,2 
G'......... + 4,144 +4 —0,0638 +606 —0,0032 o 
h......... + 5,6399 +5,6 —0,0719 +824 +0,0105 +1,0 
H......... + 6,661 +6,7 —0,0765 +973 +0,0208 +2,0 
Av, = 160, 106 Aw, =—2, 3404 100 Au’. = +0 , 3695 
Au, 
3 = 0,014618. 
2° Calcul des coefficients a, b, c. 
Ye _ Im Aro _ ; Ya _ 56 
Mu, = + 0,00470 tv = — 0,0008955 a = + 0,417756 
Ay Va _ _ 
ee, + 0,0000687 b ie + 0,00724; 
—¢ “3 =~ 0 ,00066 4 
Va 





c = + 0,00470 b = — 0, 0008268 a = + 0, 4524339 
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3° Erreurs moyennes. — Je les évalue en unités du sixième chiffre 
décimal. 





Raies. +. 
Accus. 9 
| 9 
B........... 0 
C....... . 4) 
D........... 0 
E.......... 4 
F........... 9 
G'.......... 25 
| re 81 
H.....2..... 16 
Sr = 202 e?= 20 e=+9,4 
2? e? 52 
Va, > 8000 ™ 0,18 la = 2,9 


En resume, les résultats obtenus par la méthode des moindres 
carrés sont les suivants : 


em +5, 
C—=+0,00470, b = — 0,0008268, a=+ 0,424 339. 
ry +14 +17 


Comme on va voir, ce calcul n'est pas absolument correct, parce 
qu'on n’a pas tenu compte de ce que l’auteur des mesures a fait con- 
naître l'erreur moyenne de chaque determination. 


x IV. — Cas de la précision variable; formules complémentaires. 


15. La solution précédente des moindres carrés suppose que toutes 
les observations ont été exécutées avec la même précision. Cette hy- 
pothèse, qui peut être quelquefois suffisamment vérifiée, est, dans 
certains cas, très contraire à la vérité. Je considère le cas de la préci- 
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sion variable qui a été traité par Gauss : je suppose que la valeur y; 
soit la moyenne de plusieurs mesures, de façon qu’on connaisse l’er- 


. . I 
reur moyenne ¢, et, par suite, le poids h;= de yı. 
é 


La solution qui rend maximum la probabilité des écarts qui en re- 
sultent entre l’observation et le calcul est donnée par les equations 


(a)! hu; xy zaih,u xw+bihu, xy; ch xw, 
(5)' Sh;v; x YS a:h,v; xu—+ bih;e; X + cSh;s; XK Hi 
(7) Zu, x yzashwx + bihw x v0; + CE: x wi; 


où les sommes & s'étendent der=ı aı — n. Ces équations peuvent 
s’ecrire comme les équations a, 4, y (n° 8). Les mêmes transforma- 
tions (n° 9) s’y appliquent et, par suite, aussi les formules défini- 
tives C (n° 9). Seulement X,, X,, X. representeront, non plus £u;X,, 
Le, X,, Ew,X,, mais Sh,u, X, Dh;o;, X;, Sh:æ,X. 


16. Tu£oRÈME. — On peut, sans changer la valeur de la différence A? X, 
intervertir l’ordre des lettres par rapport auxquelles sont prises les dıffe- 
rences. 


Pour indiquer par la notation l’ordre de ces différences, je pose. 
X désignant une variable quelconque, 





(1) x — ua, x, x—Ÿ ve = A,X, 
a b 

9 | [ A, X Je  — ; ____A® 

(2) A,X — TAse], %e' = A,(AgX) == A?,X. 


Je calcule 4°, X afin de vérifier que cette expression est symétrique 
par rapport à u et v, a et b. 
On a, d’après les notations, 


(3) A,X=X— Mu 


a 
et, par suite, 


/ X. 
(4) [aX Jo== Ko = up = [ua Xo— Nat). 
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On a de mème, en remplaçant X par ev, 


Pu 1 
Av mvt, [Age = — (um — Cay). 
la Ua 


Portant ces valeurs dans l'expression de 4°,X, il vient 


. X U,N,— \N,.u 0 
A,X=X— Tu — a NOT ah e— u | 


lla U,Vp— Sa Up Ua 
Le coefficient du terme en uw, dans cette expression, est 


X, + Ua X5— Xu U x Fa _ Ce Xp — Ka 


Ha UaNo Kalb Ua EE Ua lb — Vas 


J'obtiens ainsi 


Ua X ty Xa u UN. U, X, \ 


UN — Vall uf Vall 


20 X — X + 
Cette expression est bien symétrique par rapport à uele, a et b, et 
Von a l'identité symbolique 
(>) À, — À à. 


Il en résulte plus généralement que la difference A’, , est indépen- 
dante de l’ordre des indices. C. Q. ED. 


17. THÉORÈME. — Ona 
Mh. APX.APVY= SAX. APY= NAY. AX. 


Les signes & s'étendent aux valeurs de 1 a n données a l'indice ı qui a ete 
supprimé ici pour simplifier l'écriture. 


Je considère d’abord les différences du premier ordre. 
J'ai la suite d’egalıtes 


Draxay=Ya(x- u) ( = u) 
= Yıx(v- >. u) — = > ru (¥— a u) 


=> hX.A,Y — Sa (x Xs ta) 


Ua 
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et, en remarquant que le second terme de cette expression est nul, 
Mh. AGX.AgY¥= SAX.AY. 
J'obtiens ainsi 
(6) Mh. AGX.A,Y= 8X... Y=&ERY. AN. 


J’étends ensuite cette formule aux differences d’ordre plus élevé. 
Je considère, par exemple, les différences du troisième ordre. 
J'ai la suite d’égalités 
Yn.33,.X.A3,Y— Dh. A,(A?,X).4,(A2,Y), d’après les notations, 


abe: 


— Mh. At,X.A.(A2,Y), d’après l’identite (6), 
— %h.A,(A,X).A,(A2,Y), d’après l'identité (5), 
- MA.A,X.A,(A2.Y), d’après l'identité (6), 
Mh. A,X.A, (AY), d’après l’identité (5). 


J'applique encore une fois les identités (6) et (5). 
J'obtiens, en définitive, la formule 


MA. As, X.A3,.¥ = SAX. A3,, Y. 


abe 
C. Q. F. D. 


De mème, le premier membre a aussi pour valeur £AY.A,,.N. 

18. Le second théorème (n° 17) montre que, pour calculer A?X,, 
par exemple, on peut appliquer aux A?X les masses À A? au lieu des 
masses Aw, ce qui est généralement plus avantageux pour le calcul ; 
car on évite ainsi des termes négatifs qui se presenteraient dans la 
somme Shw A? X, tandis que tous les termes de la somme ZA. A?w. A? X 
sont positifs. De plus, les coefficients se groupent mieux, de façon 
qu'on peut souvent appliquer un cocfficient moyen à la somme de plu- 
sieurs A°X. Enfin ce mode de calcul se rapproche davantage de la 
méthode de Cauchy, ce qui facilite la comparaison des deux méthodes. 
Pour ces raisons, je l’ai appliqué dans l'exemple précédent (n° 14). 


19. Voici un artifice basé sur le théorème précédent, et par lequel 
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on peut établir intuitivement les formules des crreurs movennes sur 


les résultats. Soit à évaluer l'erreur du terme ee 


On a, par l’application du théorème (n° 17), 


A y. Mh. At, Aty 
Am. Naar) 





a 0 9 ° A? 
On reconnait là l'expression de la moyenne des valeurs me 


des poids A(A?w)?. Le poids de la moyenne est donc 


Dh (At)? = Air, 


, I 
et le carré de son erreur moyenne est aw 
c 


On en conclut, pour les erreurs commises sur les quantités, 


Ar, Me _ Am, gd jte et 


9 — — 
At, Avy, Ar, Un Un Ua 





les formules 


2 | a 1 2 ar) 2 + y wa" 

ru Alp, = Av, +7 (3 ’ = Tu, +3 (= | + / (Ss 

Je viens de traiter le cas où A = = est variable; s’il est constant, il 
se met en facteur dans l’expression du poids LA(A?w)? qui devient 

Saw), 


g? 
On trouve ainsi les formules précédemment données (n° 11). 


Are 


A4 
s'écrit, dans ce cas, avec les notations correspondantes, —-- 


20. Je vais maintenant justifier cette simplification par laquelle on 

remplace les poids exacts par des valeurs grossièrement approchées. 
. . u 

Les multiplicateurs A;u;= a ne comportent pas une plus grande 


[| 


pies I . 
précision que les facteurs =. Or, si l'on se reporte aux nombres de 


ü 


M. Macé de Lépinay (n° 12), on voit que l’erreur relative de — monte au 
E 


. x . . . . U; 
moins à o, 1 ; il serait donc illusoire de calculer = avec une plus grande 
t 
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approximation. Il ya plus : si l’auteur avait omis de donner les valeurs 
de € ou, a fortiori, s’il n’avait fait qu’une mesure de r pour chaque ra- 
diation, on devrait, faute de micux, supposer tous les e égaux et em- 


plover les multiplicateurs u; comme je l'ai fait dans le calcul prece- 


dent (n° 14). Ces poids sont erronés des facteurs = dont les rapports 
é 


varient de ı à 16. Quel intérêt y aurait-il alors-à employer, par exemple, 
le multiplicateur 5274 au lieu de 5000, quand ce multiplicateur peut 
être erroné de seize fois sa valeur? Ces remarques s'étendent à toutes 
les mesures, tout particulièrement aux observations astronomiques, 
où la précision des pointés dépend de tant de circonstances variables. 


21. Il me reste à calculer la perte de poids dont sont affectés les 
résultats par la substitution des valeurs approchées aux multiplica- 
teurs exacts. Soient deux déterminations a, et a, de poids p, et pz. 
Désignant par M la moyenne proprement dite et par P son poids, on 
aura 
Ua + @2Pa 


(1) M 
Pit Pa 


P=p,+ Pr 
Si, au lieu des poids p, et p,, on emploie pour multiplicateurs p, x, 
et p,.v,, on aura une nouvelle moyenne 


M'— Ay Pry HA PıTı 
PıXFı t Pre 


J’evalue le poids de cette determination. 
J'ai successivement, le poids étant l’inverse du carré de l'erreur 


moyenne, 


Carré de l'erreur moyenne sur a; ................... m’ 
1 
I 
» Uy Py ly or ccccncccncaes — (pr? = pri, 
P: 
I 
» Ay Pa Tyee ccccccccccees — (pars) = pari, 
Pı 
» A, Py Ty AgsPıTa....... Py TZ? + Pr}, 
dipl; + Ag Pete Pi T? + prt} 


Pts + Pats 7 (Pits + Pats) 
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J'obtiens, pour la nouvelle moyenne, les formules 


, . » \2 
‚pm Peep. Petit Petey” pce ay), 
Pity t Pets Prt? + PaTs 


(2) M'=: 


Elles reproduisent les formules (1) quand on v remplace les .r par 

l'unité. Je caleule l'accroissement AP = 4/(x,,x,) obtenu en augmen- 

tant de dr, et dr, ces valeurs égales à l'unité. J'écris, en bornant 
l'approximation au second ordre, 

ee 

AP — df + of . 


Je pose 


iris ta) = o> X (petit pars)’, Y= ppv tt Pari; 


1x 


il vient 
df=-dX .Y-'+X.d_Y"," 

d'f=ŒÆX.Y-'LodxX.dYi+ x. EV", 
aX = a(piri+ Pele) (pa day + pe drs), 

ŒX = 2(p, dey + ps dry)’, 

AY! — api? + py ty (pars day pate dvs), 

AY = 4 (py 27 + peti) (py ey da, + pat, dry)? 
—2( pyr? st pri) (pi dr? + p.da}). 


Faisant x, = .r,=1 et remplacant p, + p, par P, il vient 


x -P?, 
AX —-2P(p, de, + psdr,), 
OX = 2(p, dr, + p,dr,);: 
y= P, 
AY-'>.—2P-?(p,dey+ psdxs), 
PY GPS (py dary + pda,’ — 2P (py dr? + p, dr?) 
et, en portant ces valeurs dans les expressions de dfet de d?f, 
df =2P(p,dxe,+ pad.r,) Pa P?. a PA (py dr, + padır,), 
Pf r(pidae, + prdas? Po! -+ 9.9 P (pi de, + ped.vy) | —2 P32 (py dry + prdrs)] 


+ POP 3 (py day + pr dre) — 2 P (pi dvi +p, dr? )). 
Ann.de l' Ec. Normale. 3* Serie. Tome VII. S.4 
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J'obtiens, en definitive, 


(Ps dti + prdr.y 


df = 0, If po (pidei+psdr}). 


Par ces formules, on vérifie bien que la movenne Ma le poids maxi- 
mum; on en déduit, pour la perte relative de ce poids, 


(3) . _-- AP — (” Re pıdat ese: | 


De plus, dans l'évaluation approchée du poids, on remplace ce poids 
P = p, + p, par une valeur erronée justement dep, dr, + p, dx. 
L'erreur relative de cette évaluation est 


) dx + e dla 
(4) PAR Fe ve 


I importe en premiere ligne que cette erreur ne dépasse pas la li- 
mite qu'on s'impose pour l'évaluation du poids, par exemple 4. Un 
coup d'œil suffit pour réaliser cette condition. Des lors les termes 
de la formule (3) sont négligeables devant le terme (4), et l’on sera 
certain que l’inexactitude du calcul n’entraine pas sur le poids même 
du résultat ni sur son évaluation une erreur relative égale a. Ces 
erreurs sont bien inférieures, comme je l'ar expliqué, à l'erreur im- 
posée par la nature même de la question. 

Pour simplifier, j'ai considéré seulement la movenne de deux dé- 
terminations; mais, quel que soit leur nombre, la démonstration sub- 
siste, et le probleme général de linterpolation se ramène par mes 
formules à des questions de moyennes. | 


22, Comme application, je traite par la méthode de Gauss le pro- 
bleme précédemment traité par la méthode de Cauchy; seulement, 
pour simplifier les calculs, je prends pour inconnues les corrections a’, 
b', ce’ qu'il faut porter aux résultats fournis par la méthode de Cauchy 


Q a , I . . ve 
(n°13). De cette facon, y représentera non plus =; mais la difference 


. , | 
entre la valeur calculée et la valeur observée de = Les valeurs de 
cette différence sont empruntées à la colonne Ay (n° 13); celles de € 
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sont les données de M. Macé de Lépinay (n° 12). Ces valeurs se rap- 
portent, il est vrai, 2.2; mais, à cause de la faible variation de l'indice 


. I . 
dans le spectre visible, les erreurs de — leur sont sensiblement pro- 


portionnelles. II suffira, pour avoir les erreurs moyennes sur les résul- 


tats, de multiplier les valeurs 


n 


À . a 
solue de —— qui est = = 


dn 


1° Calcul des différences. 


£. h. ye 
6+ 0,8 1,6 —ı 
--- 0,4 6,2 +3 
--- 0,6 2,8 0 
.-. 0,8 1,6 —6 
0,6 2,8 +4 
0,4 6,2 +5 
....0,4 6,2 +5 
0,8 1,6 --5 
-.. 0,7 2,0 +6 
... 1,7 O,3 —7 


Ua =+31 „3 


Raies. 





~~ “Ne ww 
so — 


= 
~ 


aver Ow OO GN 


mean & Oo OS MN ON EE — 


~“ 


- 


LI 
~~ 


3,9. 

Ay. ar. 
—1,8 +10,8 
+0,32 — 4,2 
—»,8 +22,, 
—8,8 +35,2 
+1,2 — 3,6 
+2,2 + 8,8 
+2,2 +30,8 
—7,8 —62,; 
+3,2 +41,6 
9,8 —29,4 





Ary =+50,0 


AM, 


— =+ 0,16 
ANY} , 





elk 
> ~~ 


—3,0 
—2,5 
—I,I 
+0 ,6 
+2,2 
+4,9 
+6,4 
+7,4 


Avy, A’y, 
My too. re 
- 1,2 — 6,0 +1,7 
0,7 + 5,6 +0 ,7 
— 9,3 — 0,0 +0, 1 
8,4 + 8,4 --0,4 
1,4 -- 8,4 — 1,2 
2,1 —27,3 1,2 
1,8 —ı2.6 —0,7 
8,6 —17,2 +0 ,7 
2,2 +13,2 +1,7 
— 11,0  -11,0 +2, 4 

100 A? 7. =— 33,3 
sy - 
aw 35; 4 
h Av. dv. 

— 6 + 23,4 

—21 + 71,4 

- 8 + 24,0 

— À + 10,0 

— 3 + 3,3 

+4 + 2, 

+14 + 30,8 

+ 8 + 39,2 

+13 + 83,2 

+ 3 + 22,2 


Avy, = +309, 


trouvées pour a, ß, + par la valeur ab- 





Raies. sr = À. hw. 
A.... 0,244 0,390 
a.. 0,217 1,348 
B.. 0,199 0,557 
C.... 0,181 0,290 
D.... 0,145 0,406 
E.. 0,116 0,719 
F.. 0,098 0,607 
G'. 0,077 0,124 
h.... 0,069 0,138 
H.... 0,065 0,020 
wy = 4, 599 
av’ 


a 
— = —+0,1 
Ua ‚147 
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du. Au, — Aw, 
"1 
~+-0 , 097 0,582 —0,066 
+0,070 —I,470 
+0,052 —0,416 —o,051 
70,034 —o,136 —0,042 
-0,002 —0,006 —0,019 
—0,031 —0,124 +0,010 
—0,049 —0,686 --0,037 
-0,070 —0,560 --0,083 
0,058 --1,014 0,108 
-0,082 —0,246 +0,125 
dw, = —5,240 
Aw, 
Ir = —0,0169 


d'u. h Sew. 
+0,031 -F0,05 
+0,013 +0,08 
+0 ,001 0,00 
—0 ,008 -0,01 
-—-0,021 —0,06 
—0,021 —0,13 
—0,012 --0,07 
+0,013 <+0,02 
+0,030 -+0,06 
+0,043 0,01 


sim 

x 100. 
+0,15) 
+0,104 

0.000 
—-0,008 
+0, 126 
+0,273 
+0,08§ 
+0,026 
+0,180 
+0 ,043 


100 A270. = +0,999 


2° Calcul des coefficients et des erreurs moyennes. 





Aly, 
—— =— 55 
we 
c= — 55 
+ 0,004800 
C= + 0,004745 
+ 55 
I — 
Mu IO! 
f?= 101 
Y= 10 


Ars 
— =+0,16 
Avy ? 
Att'y, 

—c = — 0,08 
Avg 039 


b' = — 0,8» 
— 0,0008252 


b = — 0,0008260 





+10 
Vo, = 0,003 
b 
: Au, \2 
1 Av = 0,029 
82 = 0,032 
8 — 0,18 





> 
Ua 
6 - 
b' = =—6,52 
Wa 
w 
—c'— =+ 8,08 
Ua 
«= + 4,39 
0,424311 
a = 0,425315 
Æ 11 
— = 0,03 
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S V. — Remarques critiques sur les trois méthodes. 


23. Voici le résumé des valeurs que nous avons obtenues pour les 
coefficients a, b, cde la formule de dispersion y = a + bf? + cl et Ja 
comparaison des nombres calculés aux observations de M. Mouton (‘) 


pour les radiations calorifiques : 


Quartz, rayon ordinaire. 


d. 


(1) Cauchy........... +o, 424311 
(2) Moindres carrés ... <+o,424339 
+17 
(3) Gauss............ +0, 424315 
Fir 
A. n 
a 14 nsc 1,5191 
1,77... ce... 1,5247 
1,49.......... 1,5289 
1,0#.......... 1,9338 
0,88.......... 1,5371 


b. 
—-0 ,00082 32 
—o, 0008268 
+14 
— ,0008260 
+10 


Cc. 
+0,00480 
+0 ,00470 

9 
+0,00475 


+6 


[ [ 
n? n° 


I . 
— observé. 
né 


(1). 
0, 43334 — 14 
0,43016 — 2 
0,42780 9 
0,42507 + 3 
0,42325 — 12 


a - 


(2). (3). 
+ 8 — 3 
+10 + 5 
+15 +14 
7 6 
— 1”? — 10 


Je ne fais pas la même comparaison pour les radiations ultra-vio- 
lettes, parce qu’elle serait peu significative : on verra, en effet, que ces 
radiations sont affectées d'un nouveau terme de dispersion. 

Voici, d’autre part, les résultats de ealeuls faits pour le rayon 
extraordinaire par les trois méthodes et dont j’epargnerai la reproduc- 
tion au lecteur. On remarquera que la méthode de Cauchy et celle de 
Gauss ont donné le même résultat. 


Quartz, ray 


«a. 
(1) Cauchy et Gauss... +0, 419507 
+11 
(2) Moindres carrés.... -+0,319195 
+16 


on ertraordinaire. 


b. 


—0,0008295 
—+ = 
7 7 4 


—0,0008288 
14 


Cc. 
+-0 00484 
6 
—+0,00489 
Er * 


ee ee 


(1) Comptes rendus des séances de Ul’ Académie des Sciences, t. LXXXVIII, p. 967. 1078. 


1189: 1879. 
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— obs. —- — cale. 

À. n _ observé. N 

u n° (1). (2). 
2,14... 1,5278 0, 42842 —15 —24 
yy 1, 5335 0,42524 — 8 —13 
1,45......... 1,5377 0, 42.292 + 5 + 2 
1,08......... 1,5127 0,42018 o — 1! 
0,88......... 1,5360 0,41839 — 12 —12 


24. Je constate sur ces nombres les faits suivants : 


1° Rayon ordinaire. — La formule (3) de Gauss est la plus conforme 
aux observations de M. Mouton; les formules (1) de Cauchy et (2) des 
moindres carrés s'en écartent également de part et d'autre. 


2° Rayon extraordinaire. — La formule (1) que concordent à donner 
les deux méthodes de Cauchy et de Gauss est nettement meilleure que 
la formule (2) des moindres carrés. 

Pour les deux rayons, les écarts entre les observations de M. Mou- 
ton et les formules (1) présentent une uniformité remarquable : il ne 
serait pas impossible qu'il v edt, sur les radiations extrêmes, À = 2, 14 
et À = 04,88, des erreurs systématiques voisines de — 14 et — 12: 
cela est assez vraisemblable aux extrémités du champ observable par 
la pile thermo-electrique; j'en ai moi-même constaté l'existence quand 
on met l’écran trop pres de la pile. Je vais exposer d'autres remarques 
basées sur la comparaison des erreurs probables de chaque détermina- 
tion. 


25. Voici le Tableau des erreurs probables données par M. Macé de 
Lepinay : 


Radiation............ A a B C D E F G' h H 
Rayon ordinaire ...... 0,8 0,4 0,6 08 06 0,4 0,4 08 07 1,7 
»  extraordinaire.. 1,2 0,9 0,7 1,0 05 0,8 05 0,7 05 0,4 


Le hasard n’a-t-il pas une grosse part dans la détermination de ces 
erreurs? Pourquoi l'indice de la raie H a-t-il pour erreurs moyennes 
1,7 ct 0,4? Aucune raison ne permet de penser que les pointés ont été 
quatre fois plus précis pour le rayon extraordinaire que pour le rayon 
ordinaire, alors que les pointés de la raie a auraient été deux fois 
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moins précis dans le premier cas que dans le seeond. La methode de 
Gauss commande d’aflecter les observations de poids inversement pro- 
portionnels aux carrés de ces nombres si incertains. Quel joueur con- 
sentirait à mettre ainsi des enjeux proportionnels aux carrés de nom- 
bres dont les rapports peuvent être erronés de huit fois leurs valeurs? Ce 
serait jouer trop gros Jeu. Faut-il donc attribuer la variation des erreurs 
au simple hasard et considérer les observations comme formant une 
seule série de même erreur moyenne? C'est la méthode des moindres 
carrés que commande alors le calcul des probabilités. Les résultats 
nous avertissent que cette solution est la plus wmprudente des trois. En 
voici la cause : 

Malgré les contradictions signalées, le Tableau précédent donne à 
penser que les observations extrêmes (A et H) sont les moins précises. 
Or c'est à ces observations extrêmes que la méthode attribue le poids 
prépondérant dans le calcul de b et c. Ces difficultés d’ordre purement 
pratique se reproduisent sans doute dans toutes les questions. La pré- 
cision des observations n'est-elle pas toujours variable et d'une facon 
à peu pres inconnue? Nest-elle pas plus faible pour les éléments 
extrêmes que nos sens et nos instruments puissent atteindre? S'il en 
est ainsi, la méthode des moindres carrés n’est jamais applicable; celle 
de Gauss l’est seulement si l'on connait la précision des diverses de- 
terminations qui doivent, pour cela, résulter d’un grand nombre de 
mesures. 


26. Il ya plus. Imaginons le cas idéal supposé par la theorie : un 
observateur habile, nullement impressionnable, a observé un phéno- 
mène toujours aussi net, débarrassé de toute erreur systématique, 
avec un instrument connu, d’un régime parfaitement régulier. La so- 
lution la plus probable est, d'après la théorie, celle qui rend minimum 
la somme des carrés des erreurs accidentelles. 

« ..... Nous devons signaler d’abord une difference essentielle 
entre la valeur la plus probable et la meilleure valeur à adopter. » 
Ainsi s'exprime M. Bertrand dans son admirable Calcul des probabi- 
lites (*). Voici le développement de cette pensée : « La valeur la plus 


_— —-- .- u — ..- ee ee — - ne + — - _ — — = — — 





(1) Page 176. 
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probable est celle dont la probabilité est la plus grande. Peu importent 
les autres. Elles doivent toutes cependant diriger le choix à faire. S'il 
est utile d'accroître la probabilité des petites erreurs, il est desirable 
aussi de diminuer celle des grandes. S’attacher seulement à choisir la 
valeur la plus probable, c’est imiter le joueur qui, pouvant espérer 
un grand nombre de gains différents et craindre un grand nombre de 
pertes, prendrait ses décisions de manière à accroître la chance de 
gagner le gros lot sans aucunement se soucier des autres. 

» En disant : « En présence de plusieurs mesures d’une même 
» grandeur, le parti le meilleur est d'adopter la moyenne », et « la 
» movenne entre plusieurs mesures est la valeur la plus probable », 
on énonce deux propositions différentes. On a eu tort de les con- 
fondre. » 

Cela est incontestable. La deuxième proposition qui est le fonde- 
ment de la theorie des moindres carrés de Gauss est-elle bien cer- 
taine? La solution la plus probable a-t-elle même une existence objec- 
tive? Il va bien lieu d’en douter : la probabilité d'un écart déterminé 
dans un système de mesures de précision connue peut être définie et 
calculée en admettant la loi des écarts de Gauss. C'est une approxi- 
mation très satisfaisante. Mais les mesures une fois faites, les erreurs 
sont déterminées quoique inconnues; on n’a pas d'action sur elles. Les 
valeurs des inconnues sont aussi déterminées; elles ont une existence 
certaine et non probable. La solution la plus probable, s’il est permis 
d'employer une pareille expression, est celle qui répond aux valeurs 
véritables des inconnues, et il y a tout à parier que ces valeurs ne 
rendent pas minimum la somme des carrés des écarts. J'admets que 
ces objections sont rejetées. La solution la plus probable a une exis- 
tence reelle; est-elle la plus prudente à adopter? Pas plus que d’ « ac- 
croitre la chance de gagner le gros lot sans aucunement se soucier des 
autres », sans se soucier non plus des pertes possibles. 

Le premier énoncé, plus vague que le second, est une indication du 
bon sens: il n’a pas de prétention scientifique. Par mesure de simple 
prudence, on adopte pour la grandeur mesurée la valeur qui laisse la 
même masse d’ecarts de part et d'autre. Ce principe de prudence est 
rigoureusement conservé dans la méthode de Cauchy; il est violé dans 
celle des moindres carrés. 
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27. Soit à déterminer, en effet, le coefficient angulaire a de la droite 
(1) yzau. 

Pour diverses valeurs exactes de u, on a mesuré les valeurs ap- 
prochées de l'ordonnée y avec la même précision. Le premier principe 
des moyennes est exactement applicable; la prudence commande 
adopter la valeur de a qui laisse la même masse d’écarts de y dans 
les deux sens. D’après la méthode des moindres carrés, on doit at- 
tacher un plus grand poids aux plus grandes valeurs de y et déplacer 
la droite fournie par la méthode de Cauchy, pour la rapprocher des 
points de grande abscisse qui-prennent ainsi une influence prépon- 
dérante. N'est-ce pas supposer que le hasard change la loi des écarts 
quand y cesse d'être fixe pour devenir variable? Les plus grandes va- 
leurs de y seraient-elles sujettes aux plus petites erreurs absolues? 
Si le hasard a voulu que la plus grande valeur de y soit la plus er- 
ronée, la valeur de @ sera fortement viciée par cette détermination à 
laquelle on a attribué l'influence prépondérante. 


28. Voici une autre considération d’un ordre purement arithmé- 
tique : en ajoutant membre à membre les égalités telles que (1), 
comme dans la méthode de Cauchy, on a de grandes chances pour que 
les erreurs, indifféremment positives ou négatives, se détruisent en 
grande partie. Multiplions au contraire les deux membres de chaque 
équation par la valeur de « correspondante, comme dans la méthode des 
moindres carrés : les erreurs des premiers membres deviendront tout à 
fait inégales, et cela d’une façon systématique, les plus grandes répon- 
dant aux plus grandes valeurs de u. Elles ne se réduiront done que si 
les plus grandes valeurs de x sont voisines et nombreuses, Quant aux 
valeurs plus petites, autant vaudrait les supprimer, tant elles ont peu 
d'influence sur le caleul. 

Cette dernière considération conduit à l'extension naturelle de la 
méthode de Cauchy au cas où la précision des observations est va- 
riable : si l’on estime, par exemple, que les mesures de l'indice n sont 
affectées d'erreurs dix fois plus fortes pour les radiations calori- 
fiques que pour les radiations lumineuses, on les affectera d'un coeffi- 
cient dix fois plus faible, et non cent fois plus faible comme le veut la 
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methode des moindres carres. Les erreurs qui s’ajoutent seront ainsi 
de même ordre et offriront de grandes chances de réduction. 


 CHAPITRE II. 


FORMULES DE DISPERSION. 


§ I. — Choix de la formule. 


29. Une formule de dispersion est une relation entre l'indice de ré- 
fraction et la longueur d'onde. De nombreuses formules ont été pro- 
posées, résultant de théories dont les principales sont dues à Cauchy, 
Briot, von Helmholtz. M. Kettelerles a discutées dans un Mémoire publié 
en 1887 ('). De toutes ces formes, plusieurs sont à rejeter comme con- 
traires à l’expérience; les théories correspondantes sont au moins in- 
complètes. D’autres sont acceptables à peu près également; c’est un 
argument en faveur des théories qui y conduisent, mais non une preuve 
de leur exactitude. Ne peut-on pas suivre une marche inverse : se dé- 
gager d’hypotheses rendues peu vraisemblables par leur précision 
même et chercher une formule de dispersion en se basant sur les faits 
et s’aidant seulement d'idées générales communes à toutes les théories? 
puis tirer de cette formule, en quelque sorte expérimentale, des con- 
séquences théoriques? Tel est le but que je me propose. 


30. Pour simplifier les écritures, je considère une onde plane po- 
larısee rectilignement dans un milieu isotrope très peu absorbant. L’elon- 
gation n’a qu’une composante Ë; celle-ci dépend du temps ¢ et d’une 
seule coordonnée x normale au plan d'onde; enfin les trois équations 
générales du mouvement lumineux se réduisent à une seule. Dans ces 





(1) WIEDEMANN, Annalen der Physik und Chemie, Band 30. 
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conditions, le principe généralement admis (au moins comme approxi- 
mation) est celui-ci : 


L’equation du mouvement lumineux est linéaire, à coefficients constants 
relativement à t et x, et celte équation réduite à ses termes principaux de- 
vient 


(1) 


qui est l'équation du mouvement dans le vide. 


Cet énoncé est conforme à toutes les théories, même à celle de 
Helmholtz quand on suppose l'absorption tres faible : cela suffit. Cepen- 
dant quelques points de cet énoncé ne constituent pas des hypothèses, 
mais sont l'expression ou la conséquence des faits : l’équation est li- 
néaire, c'est la conséquence nécessaire des phénomènes d’interférence ; 
dire que les coefficients sont indépendants de ¢ et x, c’est exprimer 
que le milieu est homogène et dans un état permanent. 


31. Soient, pour une radiation déterminée, zn, T, A, / l'indice de ré- 
fraction, la période vibratoire, les longueurs d’onde dans le vide et 
dans le milieu. On a, pour cette radiation, 


— sinf TE 27, 1— À 
(2) u = sin TT T 91) =)? 


> étant la phase. 
Je porte cette valeur de u dans l'équation simplifiée (1). Multipliant 


les deux membres de l’équation obtenue par —— Tata El remarquant que 7; ai 


est le carré de la vitesse de propagation »*, il vient v?— A. D’ ailleurs, 
l'indice de réfraction est le rapport des vitesses de la lumiere dans le 
milieu et dans le vide; je suis ainsi conduit à diviser les deux mem- 
bres par V?, carré de la vitesse dans le vide. 

J’obtiens ainsi, en désignant par a le rapport de A au carré de la vi- 
tesse de la lumière dans le vide, 


(3) “=a. 
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Maintenant J'introduis dans l'équation différentielle (1) une dérivée 


d’ ordre pair K = Ir 


La valeur de u portee dans l’&quation (1) donne, pour ce terme, 


Gr}, 


KT % 





» puis divisé par V’, devient 








. P 
celui mu 


K(2r)P-?l-7HRT-rV%; 


je remplace T et / par leurs valeurs 


il vient 


K(ar)P-?2%x A-9+?2 nI-? x À Vrx V-2—= K(an)r-2Vr-1x À-PHin9—£, 


terme en A~?*?n7-? dont le coefficient £ = K(27)?-? V7? ne diffère de 
K que par le facteur connu (27 )?-?V"-?. 

Il en résulte, dans la formule de dispersion, un terme en À\-P+?n9-2, 

Je ne supposerai pas qu'on puisse introduire dans l'équation (1) de 
termes d'ordre impair: ces termes sont incompatibles avec la propaga- 
tion inaltérée d’une vibration rectiligne de période quelconque; ils 
donnent des phénomènes, tels que l'absorption et la polarisation rota- 
toire. 


32. La méthode que nous avons suivie permet d’enoncer la réci- 
proque de la proposition précédente, puisqu’a chaque terme de l’équa- 
tion différentielle correspond un terme de la formule de dispersion : 


Si l'on est certain que la formule de dispersion prise sous la forme 


I 
>, a+... 
n 


contient un terme en X"P*?n?-?, on peut affirmer que l'équation differen- 


. . . dPu 
tielle contient un terme en Ide' 
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le milieu plutôt que la longueur d’onde dans le vide. J’ai été ainsi amené 
à construire pour chaque corps deux espèces de courbes de la forme 


(1) = = f(P), favorable à l'étude des radiations calorifiques; 


(2) = = o(l-*), » » ultra-violettes. 
Ces courbes ont très nettement la forme d’hyperboles ('). Leur exa- 
men dispense de toute discussion numérique; leurs équations sont très 
sensiblement 


(1) y=-a+- +cr, 
C 
(2) y=za+br+ z 
La formule de dispersion est donc, avec une grande approximation, 
— =a-t bl-*+ cP. 


D'après ce qui précède, le principe (n° 30) étant admis, il n’y a pas a 
hésiter sur les termes a + cl?; le terme en /-? = X-2n2 est moins certain 
et n’en exclut pas d’autres en A~?n...A~?n7?, puis en À-*.... On peut 


même constater sur les courbes = = p(/"?) que, pour l'extrême ultra- 


violet, elles s’affaissent sensiblement au-dessous de l’hyperbole; un 
terme en /-* ramène bien la concordance entre la formule et l’expe- 
rience. D’autre part, on constate que, si on laisse l’ultra-violet pour ne 
s'occuper que des rayons visibles et calorifiques, la formule à trois 
termes 


- at bl*+ ch 
n 


représente très bien les observations, tandis que, si l’on remplace le 
terme en /-? par un terme en A~?, il faut ajouter un terme en À-*. C’est 
là un nouvel argument en faveur du choix des variables Æ* ou F au 
lieu de A~? ou A’. 





(1) Voir ces courbes (n* 35, 38, 95, 96 et 99). 
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contente de reproduire les données et les résultats de ce calcul('): 


I 


A. n. —- I, B. Sr, 
n° 
5'301 1,5186 0, 433624 0, 08206 12,1855 —0,00015 
4,712 1,5201 432769 0,10407 9,6091 — 2 
4,123 1,5215 431972 0,13617 7,3435 + 7 
3,534 1, 5227 431292 0 , 18564 5,3868 + 19 
2,935 1,5243 430387 0,26788 3,7330 + 2 
2,356 1,5254 429767 0,41920 2,3855 + 12 
1,767 1,5272 428754 0,74700 1,3387 — 6 
1,178 1,5301 427130 1,68713 0,5927 o 
A........ 0,75930 1,33670 423470 4,09484 0,24421 —- 08 
C........ 0,65630 1,54051 421377 5, 50965 0, 18150 — 10 
Da....... 0, 58961 1,54114 419399 6,85872 0, 14580 — ol 
bi....... 0,51838 1,54975 416368 8,93773 0,11188 + 18 
F........ 0,48614 1,55323 414303 10,2082 0,09796 + 14 
| ....... 0, 39687 1 , 56833 406560 15 ,6163 0,0640 — 11 


f 


Ces diverses colonnes donnent pour chaque radiation les quantités 
marquées par les en-tétes; les deux premieres sont empruntées au 
Memoire de M. Langley; les trois suivantes s’en déduisent par le 
calcul. La colonne A’*y est le résultat définitif du calcul d’interpola- 
. ’ N I , I , 
tion; on y trouve les valeurs de l'excès — observé — =; calculé, ex- 
primées en unités du cinquième chiffre décimal pour la partie calori- 
fique, et en unités du sixième chiffre pour la partie visible du spectre. 
La formule obtenue est 
I 
= —a+bl-"+ cl, 
n 
avec 
a=-+ 0,429 373, b =— 0,001 461 6, C—+0,000 371, 
+12, + 22, + 18. 


Je reproduis Ja comparaison de cette formule ('), que j'appelle for- 
mule de Brot, et de celle de M. Ketteler (?) Ä 


Dr, k =0,0008580, D= 1,1410, 


ı_-__]I2 2 
ni=— kK + at? + EE, a? = 2,328 83, 22, = 0,016 21, 





(1) Journal de Physique, 2° série, t. VIII; avril 1889. 
(?) Dispersions-Formeln ( Wied. Ann., t. XXX). 
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avec les observations de M. Langley et celles de M. Joubin ('), que je 
distingue par des caractères gras. L’écart entre ces dernières et la 
formule serait diminué par un terme en /-‘; mais les déterminations 


des deux observateurs ne sont pas assez comparables pour justifier ce 
nouveau calcul. 


Différences. 
Briot. Ketteler. + ———_ 
— — Briot Ketteler 
À. n observé. n calculé. n calculé. obs.-calc. obs.-cale. 
5 301(£65)  1,5186(=2)  1,51834  1,51835  -+0,00026 -+0,00025 
4,712.( 43) 1,5201(+ 2) 1,52007 1,52007 + 3 + 3 
4,1231 29) 1,5215(+1) 1,36162 1,56162 -- 12 — 12 
3,534( 19) 1 ,5227( == 2) 1, 52303 1, 52302 — 33 — 32, 
2,945(&£ 13) 1,9243(-=0) 1,52433 1,52431 _ 3 — 1 
2,356(+ 9) 1 ,5254(==1) 1,52561 1, 52559 - 21 — 19 
1,767( 5) 1,5272( 1) 1,52710 1, 52712 + 10 + 8 
1,178(+ 2) 1,9301 (= 1) 1,33010 1 ,53007 0 + 3 
0,759 40 1, 53670 1 53069 1, 33666 + I + 4 
65630 1,54051 1, 54049 1, 54048 + 2. + 3 
64370 4,54154 4,54444 » + 40 
58901 1,54414 _ 1,54412 1,54413 + 2 + I 
53774 1,54839 1,54802 » . + 37 
53363 1,54875 1,54840 » + 35 
51838 1,54975 1,54977  1:54979  — 2 — A 
50844 1,55116 1,55079 » + 37 
48614 1,35323 1,55324 1 55327 — I — 4 
47986 1,55436 1,55404 » + 32 
46765 4.55596 1,55568 » + 28 
44145 4 ,55982 1,55955 » + 27 
39856 1,56810 1,56793 » + 47 
39687 1, 56833 1, 56832 1, 96830 -r I + 3 
36090 1,57877 4 ,57832 4,5783 + 45 + 47 
34655 1,58391 1,58340 1,5833 + 51 + 61 
34015 4,58644 4 ,58594 4, 5858 — 50 + 61 
32470 1,59330 4,59272 4,5925 + 58 + 80 
27467 1,62790 1,62647 4.6254 — 143 + 275 
25713 4 ,64870 4 64547 4 ,6430 + 313 + 570 
23125 1,68855 1,68682 1,6808 + 473 + 775 
22645 4 ,69900 4, 69836 4 ,6900 + 164 + 900 


— re 


(1) Thèse pour le doctorat ( Annales de Chimie et de Physique, 6° s6rie, t. XVI, p. 136 
et 139). 
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Voici la courbe que j’obtiens (ig. 3) en prenant pour abscisses 


’ I 
les ? et pour ordonnees les ch 


Fig. 3. 


Echelle des 2. 


| 
rn? 


Echelle des 





36. Quarts, rayon ordinaire. — A l'aide de l'oculaire fluorescent, 
M. Sarazin a déterminé (‘) les indices du rayon ordinaire du quartz 
dans le spectre ultra-violet jusqu’à la raie 32 de l'aluminium. En com- 
parant ses nombres à la formule que j'ai obtenue par la méthode de 
Cauchy pour le spectre visible (n° 13), j'obtiens les résultats suivants : 


(1) SARAZIN, Comptes rendus, 1. LXXXV, p. 1230. 
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I I Diff. 
à. n. la. b. 2 observé. wi Calculé. 0.—C. 
j 9.. 0,36090 1,56338 18,768 0,0533 0,409087 0,409080 + 7 
10..... 34655 ı1,56617 20,424 490 407683 407692 -- 9 
11..... 34015 1,56744 21,234 470 407092 407014 — 8 
12... 32470 1,57094 23, {08 497 405210 405200 + 10 
Cu. ¢ 17... 27467 1,58750 33,405 299 396800 396889 — 89 
18..... 25713 1,59624 38,538 260 392469 392634 — 165 
23..... 23125  1,61402 48,715 205 383869 385210 - df 
24..... 22645 1,618:16 51,06% 196 381908 382268  —-360 
| 25..... 21935 1,62502 54,885 182 378689 379107  —418 
: 26..... 0,21431 1,63040 57,858 0,0173 0,376194 0,376633 — 439 
97..... 0,20988 1,63569 60,738 0,0165 0.373765 0,374269  —505 
Zn. | 28... 20610 =1,64041 63,349 158 371638 372057 —139 
20 0,20253 1,64566 66,089 0,0151 0,369250 0,369846  —596 
30..... 0,19881 1,65070 68,938 0,0145 0,366998 0,367493  —495 
Al. { 31..... 19311 1,65990 73,884 135 362941 363407 —.166 
32.. 0,18562 1,67500 81,430 0,0123 0,35627 0,3675175  —-5748 





Si l’on forme une courbe qui a pour abscisses les valeurs de /-? et 
, ° fi I , I ’ 4 
pour ordonnées les différences — observé — -; calculé, on reconnait 


que cette courbe a une forme parabolique, ce qui conduit à introduire 
dans la formule de dispersion un terme en /-*. Quelle méthode employer 
pour ce nouveau calcul d’interpolation? La methode des moindres 
carrés proprement dite? Mais la précision des observations est tout à 
fait variable. La solution de Gauss ne peut être non plus appliquée, 
puisqu'on ignore la précision-de chaque observation. Il y a plus, l’in- 
décision porte non seulement sur la mesure de 7, mais aussi sur celle 
de A; le calcul montre, en effet, qu’une erreur de deux unités du qua- 
trieme chiffre sur la valeur de A produit sur le terme b/-? de la formule 
de dispersion une erreur qui, pour la raie 32 (aluminium), entraine 
sur l'indice une erreur d'environ 20 unités du cinquième chiffre de- 
cimal. Ainsi les erreurs sur la determination de A, qui étaient sans in- 
fluence dans le spectre visible, deviennent ici prépondérantes, en sorte 
qu'il serait presque plus raisonnable de calculer À au moyen de l'in- 
dice à l’aide de la formule de dispersion que de déterminer la formule 
de dispersion par le concours des valeurs de nr et À pour les raies 
extrêmes de l’ultra-violet. 
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Il en serait rigoureusement ainsi, si un terme en À" ne venait ajouter 
son influence. On le voit, de graves difficultés surgissent: encore pour- 
raient-elles être résolues si l’on connaissait erreur moyenne de chaque 
détermination de n et À, mais on est dans l’ignorance complete de ces 
erreurs. La méthode de Cauchy s’impose donc par ses qualités de pru- 
dence; mais, malgré sa simplicité, l’effort qu’elle réclame n’est pas 
justifié par le peu de valeur des données du probleme d’interpolation. 
Faut-il donc renoncer à faire concourir toutes les observations au calcul 
des coefficients? À coup sûr, moins que jamais, car une observation 
isolée peut se trouver très défectueuse. Voici donc la méthode à laquelle 
je me suis arrêté et qui paraît réunir, dans une mesure convenable, les 
avantages de simplicité et d’exactitude. J’ai groupé les observations en 
plusieurs series; pour chacune d'elles, j’ai pris la moyenne des équa- 
tions qu'elle contient. Enfin j'ai traité ces équations moyennes en 
nombre beaucoup moindre par la méthode de Cauchy, modifiée confor- 
mément aux observations que j'ai présentées (n° 28) pour le cas de la 
précision variable. Les groupes, au nombre de cinq, sont indiqués dans 
le Tableau suivant, dont la dernière colonne indique le multiplicateur 
employé pour la modification de la méthode de Cauchy. 


Nombre 
d'observations. Observateurs. Multiplicateurs. 
I. Radiations calorifiques.... 5 Mouton. 0,5 
HW. A, a, B,C.............. 4 Macé de Lépinay. 4 
I. D.E,F...... .......... 3 Id. 3 
IV. G',4,H................ 3 Id. 3 
V. Raies 9 a 32............. 16 Sarazin. 0,5 


De cette façon, les groupes Il, II, IV servent exclusivement pour le 
calcul des cocfficients a et b et contribuent à la determination des 
deux autres; le groupe I est prépondérant pour le calcul de c, et le 
groupe Ÿ, pour le calcul de d. J'ai ainsi obtenu, pour les coefficients de 
la formule de dispersion, 

_ a+ + cl + dl, 


les valeurs suivantes : 


a=+0,424301, b = — 0,0008222, 
C—+0,00/4;9, d = — 0,000000164. 
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Voici le Tableau général de la comparaison des valeurs de 7 observé 
et den calculé. Segmente en quatre groupes pour faciliter la lecture, 
il offre comme variantes les nombres de Rudberg et de M. Mascart. 


eoeereoee @ 


34015 
"33602 
32470 
27467 
25713 


23125 
22645 
21935 
21431 
20988 
20610 
20243 
19881 
19311 
0, 18562 


Rudberg. 


Mascart. 


1,93902 
» 
1,54099 
1,54188 
1,54423 
1,54718 
1,54966 


» 


1,95816 


1,56019 
1,56150 


n obs. 


1,5191. 
1,5247. 
1,5289. 
1,9338. 
1,9371. 


1,53919 
1,54017 
1,5.4100 
1,54190 
1,54425 
1,54717 
1,54969 
1,553 13 
1,55650 
1,55816 


» 

» 
1,56348 
» 
1,56617 
D 
1,56744 
» 
1,57094 
1,5875v0 
1,59624 


1,61402 
1,61816 
1,62502 
1,63040 
1,63569 
1,64041 
1,64566 
1,65070 
1,65990 
1 ,67500 


n calc. 


1,5190. 
1,5247. 
1,9291. 
1,5339. 
1,9370. 


1,53919 
1,54017 
1,54100 
1,94189 
1,54424 
1,94717 
1,54969 
1,55411 
1,55652 
1,55815 


1,56018 
1,56154 
1,56352 
1,56402 
1,56618 
1,56670 
1,56750 
1,56839 
1,57102 
1,58751 
1,59618 


1,61383 
1,61800 
1,62485 
1,63028 
1,63553 
1 ,64038 
1,6455 1 
1,65089 
1,66040 
1 ,67525 


Diff. 
0. — C. 
+ I. 
0. 

— 2. 
— 1. 
+ 1. 


+ + 


1 +44 
= 
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37. Quarts, rayon extraordinaire. — Les mêmes considérations mon- 
trent qu'il faut introduire un terme en /-* dans la formule de disper- 
sion si on veut lui faire embrasser les déterminations de M. Sarazin. 
D'ailleurs, il suffit de regarder les courbes de la fig. 4 pour voir que la 
loi de dispersion est sensiblement la même pour le rayon ordinaire et 
le rayon extraordinaire du quartz. J'ai donc opéré comme dans le calcul 
précédent. Seulement l'expérience du premier calcul m’ayant appris 
que la précision des observations est assez bonne jusqu’à la raie 18, 
pour devenir brusquement plus mauvaise à partir de la raie 23, j'ai fait 
un groupe de plus; le cinquième groupe allant de la raie 9 à la rate 18 
du cadmium, et le sixième, de la raie 23 du cadmium à la raie 32 


de Faluminıum. 
J'ai ainsi obtenu la formule 


avec 


Enfin je compare les valeurs de n observé et der calculé; le Tableau 
suivant, disposé comme pour le rayon ordinaire, présente des écarts de 
même ordre. 


a=+ 0,419480, 
C=+ 0,00485, 
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Rudberg. 


» 
1,5.1990 
1,51083 
1,55328 
1,55631 
1,55894 

» 

» 


1,96772 


b = — 0, 0008256, 


~.=a+ bl-*4+ cl +dl-, 
h 


d = — 0,0000001293. 


Mascart. 


1,5481 
» 
1,55002 
1,35095 


1,55338 


:1,55636 


1,35897 
» 
» 
1,56770 


n obs. 


1,5258. 
1,3335. 
1,5377. 
1,5497. 
1,5360. 


1,54813 
1,54915 
I ,55000 
1,35093 
1,55336 
1,55640 
1, 55899 
1, 56357 
1, 56604 
1 ,56775 


n calc. 


1, 54816 
1,54917 
1,55001 
1,55093 
1,55337 
1,55639 
1,55899 
1,56356 
1,56602 
1,56774 


t + 


À. Rudberg.  Mascart. n obs. n calc. 0 Bi 

L........ 0,38190 » 1,56974 » 1,56985 -- 11 
M........ 37288 » 1,57121 » 1,99194 — 3 
Ver... 36090 N v 1,97319 1, 57329 — 10 
N........ 35802 » 1,57381 » 1,57381 U 
10....... 34655 » » 1,37399 1,57606 -- 7 
O........ 3j {oi » 1,57659 » 1,57659 0 
11....... 34015 » » 1,5771 1,57741 o 
P........ 33602 » 1, 57822 » 1,5783} — 12 
Q........ 32856 » 1,57998 » 1,5801 1 — 13 
12....... 32470 » N 1 ,58097 1,98 106 - 9 
R........ 31798 » 1, 98273 » 1,58292 — 19 
17......, 27467 » » 1,59812 1,99815 — 3 
18....... 25713 » » 1,60713 1,60714 — | 
23....... 23125 » » 1,6256 1 1,62550 —+— Il 
24....... 22645 » » 1 ,62992 1, 62982 + 10 
n 21935 v » 1,63705 1,63695 + 10 

26....... 21431 » » 1,64268 1,64261 + 9 
27....... 20988 » » 1,64813 1,64807 — 6 
928....... 20610 » » 1 65308 1,653 17 — | 
29 ....... 20243 » » 1,65852 1,65847 + 3 
30....... 19881 » » 1,663 10 1,663 15 — 4 
31....... 19311 » » 1,67410 1,67 415 -- 4 
5 > 0, 18562 » » 1, 68910 1 ,68957 -- 47 


38. Pour les rayons ordinaire et extraordinaire du quartz, l’accord 
entre l’observation et le calcul est, on le voit, tres satisfaisant: les 
ecarts sont certainement imputables aux erreurs d’observation. S’ils 
n’ont pas toujours les caracteres d’erreurs accidentelles, c’est qu’en 
effet il y a des erreurs systématiques assez fortes provenant de ce que 
les series dues à des observateurs différents ne sont pas comparables. 
Ce fait est mis en évidence par la comparaison des nombres dans la 
partie visible : pour la raie B du rayon extraordinaire, la difference 
entre les nombres de Rudberg et de M. Mascart monte à douze unités 
du cinquième chiffre décimal. Cette différence, beaucoup plus grande 
que les écarts entre la formule et les nombres de M. Macé de Lepinay, 
est de l’ordre des autres écarts. Deux seulement sont bien forts : — 50 
pour la raie 31 du rayon ordinaire et — 47 pour la raie 32 du rayon 
extraordinaire. Ce sont à coup sûr des accidents explicables dans ces 
observations difficiles. Comme je l'ai montré, il faudrait tenir compte 
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aussi de l'influence considérable des erreurs de À dans cette region 
extrême du spectre. 

Si maintenant on considère sur la fig. 4 l'étendue énorme des 
courbes, on sera convaincu que la forme adoptée pour la formule pos- 
sede une remarquable aptitude à représenter le phénomène de la 
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dispersion. C’est là une preuve sérieuse à l’appui de notre postulatum 
(n° 30). Elle est de nature à donner un grand poids aux importantes 
conséquences que nous allons étudier dans le Chapitre suivant. 


u — 
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CHAPITRE I. 
DISPERSION ET DOUBLE REFRACTION. 


et eo ce 


s I. — Influence du terme de dispersion de Briot sur les lois 
de la double réfraction. 


39. La double réfraction a provoqué bien des theories : illustree 
par les noms de Fresnel, Cauchy, Lamé, Mac Cullagh, Neumann, elle 
a été l’objet de travaux remarquables de MM. Maxwell, Sarrau, Bous- 
sinesq. 

Quoique tres différentes par les hypotheses, l’analyse et les résultats, 
ces théories ont des caracteres communs: partir d’hypotheses précises 
plus ou moins vraisemblables, mais nullement nécessaires; en déduire 
les formules du mouvement lumineux; enfin vérifier que ces formules 
conduisent aux lois expérimentales de la double réfraction. On néglige 
d'ailleurs les phénomènes accessoires. La dispersion est l'objet de 
théories spéciales. 

On vient de lire dans la première Partie une marche inverse et qui 
consiste à remonter de l'expérience à la théorie en partant seulement 
d'idées générales qui sont en quelque sorte l'expression mème des 
faits observés : c'est la méthode expérimentale. Dans cette voie, 
M. Maurice Levy a donné (') tous les systèmes d'équations capables 
de représenter les lois de la double réfraction pour une lumière homo- 
gene. [ls sont nombreux. Combien dethéories pourraient enrichir en- 
core le nombre de celles qui existent déjà! Toutes seraient aussi in- 
certaines. Au contraire, l’examen attentif des faits et leur comparaison 
conduit à des conséquences nécessaires. Une seule de ces consé- 
quences peut renverser tout un groupe de théories ; aucune ne saurait 


(1) Comptes rendus, t. CV, p. 1014; 1887. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Serie. Tome VII. S.7 
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être mise en suspicion par les conséquences d’hypotheses qui, pour 
être tres précises, n’en sont que moins probables. Je n’exposerai pas 
les recherches que j’ai poursuivies dans la même voie que M. Maurice 
Lévy. Elles sortiraient du cadre de ce travail que je tiens à limiter 
aux résultats positifs et utiles et ne pourraient guère être exposées 
sans le secours puissant des systèmes linéaires. La simplicité d’eeri- 
ture que donne cette méthode de Laguerre, jointe à celle des quater- 
nions, m’a permis d'aborder les termes de dispersion dans l'étude de 
la double réfraction et de découvrir les conséquences que je vais ex- 
poser après les avoir dégagées de ces recherches. 


40. Jai appliqué la formule de dispersion de Briot 
= =cP+a+bl?+... 


aux nombres donnés par M. Mascart (‘) pour les rayons ordinaire et 
extraordinaire du spath d’Islande. Les calculs, faits par la méthode de 
Cauchy, montrent comment la méthode permet de s’arréter juste au 
nombre de termes nécessaires pour renfermer les observations dans 
une méme formule, trois termes pour le rayon ordinaire et deux pour 
le rayon extraordinaire. I] importe de remarquer que cet avantage est 
entièrement conservé par Pusage des formules que j'ai données pour 
application de la methode des moindres carrés. C'est la un résultat 
nouveau dont l'intérêt pratique n’échappera à personne. Ces considé- 
rations me décident à reproduire les calculs, qui offrent d’ailleurs cet 
intérêt d’être l'origine du présent Mémoire. Mais voici d’abord le Ta- 
bleau des données de M. Mascart : 


Raies. à. n N. 
Asso. 0,76040 1,65012 1,48285 
B...........,..... 68671 1 ,65296 1, 48409 
Oe 65607 1,65446 1,48474 
D.... ............ 58920 1,65846 1 ,48654 
E.............. .…. 52678 1,66354 1, 48885 
| 0 ,48607 1,66793 1,49084 





(1) Comptes rendus, t. LVII. 
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Raies. À. N. N. 
| c ccc cee ee eees 0,43075 1,67620 1,49470 
| uso 39681 1,68330 1,49777 
L................. 38190 1,68706 1,4994 1 
M................. 37288 1,68966 1,50054 
DS 35802 1,69111 1,50256 
0....... Dessous eee 34401 1,69955 1,50486 
P..2...... css. 33602 1,70276 1,50628 
Q............ se... 32856 1,70613 1, 50780 
| 0,31775 1,71155 1,51028 


Dans ce Tableau, la colonne A donne les longueurs d’onde; les 
colonnes n, et n,, les indices ordinaire et extraordinaire du spath, 
pour les raies indiquées par la première colonne. On déduit de là les 


I . . . . 
valeurs de -—, / ?, ? qui servent au calcul d’interpolation. Celui-ci 


étant disposé comme les précédents ne demande aucune explication. 


tl. Spath, rayon ordinaire. 














Raies. yu - Ar. — = Ar. Ar.  — oe Aw. At. 
A...... 0, 36526 + 1279 — 123% +23 —19 +4 
B...... 36600 + 1149 — 1138 +11 — 8 +3 
Ce... 36533 + 1082 — 1078 + À -- J 0 
D...... 35557 + gob — git — 5 +4 — 1 
E...... 36135 + 684 — 696 — 12 + 8 — 
F...... 35945 + 493 — 503 — 10 +10 0 
Ge... 35592 + 141 — 149 — 8 — 9 +1 
H...... 3592 — 159 + 15, an) + 7 +2 
L...... 3513) — 316 + 314 — 2 + 5 +3 
M...... 35027 — 424 — 422 — 2 + À +I 
N...... 34830 — 621 -r 619 — 9 + 2 0 
()...... 34620 — 831 — 832 + | — I 0 
P...... 3.4490 — 961 + 966 +5 — 3 +2 
Q...... 34354 — 1097 +1102 +5 — 5 Oo 
R...... 34136 — 1315 +1319 + 4 — 9 —5 

Fr =0,35451 Avy, ==—11355 A6 =+99 
at == -— 0,001058, an = + 0,003 46. 
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v — 3, 


4,709 
5,795 
6,359 
7 1931 
9,973 
11,780 
15,143 
18,003 
19,515 
20,933 
22,399 
24 , 408 
23,679 
26,961 


29,01) 


t+tett 444 


A. 


11,838 
10,753 
10,188 
8,615 
6,574 
4,767 
1,10{ 
1,456 
2,968 
3,986 
5,852 
7,861 
9,132 
10,417 


12,468 
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487 
447 
410 
389 
371 
345 





Au’. 
+0,1276 
+ 878 
+ 725 
+ 413 
+ 155 
4- 2 
— 187 
— 292 
— 335 
— 360 
— 401 
— 438 
— 458 
— 476 
— 503 


Aw, 
— ar, av, 
—0,0713 
648 
614 
519 


FHHtHEHHHT III) 


arm. 
+0, 0163 
+ 230 
+ [US 
— 106 
— 241 
— 285 
— -272 
— 20; 
— 16 
— 120 
— 48 
+ 36 
+ 152 


— 2,8 


, 
€ 








’ » v “ z vw. LE 2 
= = 16,547 Av, =+108,276 ue =+0,0847 Aw,=—o,6529 Ata, = 0, 2805 
a a 
Ar , AYE y = 
— = + 0,00346 = = — 0,001058 + =+0,35{51 
Alm. A Ua 
Au’, v 
—¢ = -t- ‘1 —I:-- 1716 
Avy Ua 
Wa 
— - = —— 2) 
lla 


Raies. 


= + 0,00346 





b = — 0,001037 


42. Spath, rayon extraordinaire. 





yo: = Ay. 
0, 49479 -4- 800 
45403 + 72} 
43363 + 68, 
13233 + 574 
45113 + 434 
1199” + 313 
1560 + 81 
11977 — 102 
41480 — 199 
44413 — 266 
11203 — 386 
44158 — 591 
44075 - 604 
43987 — 692 
43842 — 837 
2€ 0,1469 An ——7217 
Un 


—— = — 0 ,00086. 


Ar, 
- a” 
— 796 
--721 
— 082 
— 374 
436 
—313 
— 87 
+103 
+3203 
+271 
+ 392 
+ 593 
+606 
+689 
+821 


a=+0,37138 


Sz 
Or 
w 
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Raies. y=, Ae. 

Neve c ccc c cree cence ec enes 3 ,803 — 9,248 
B...... Lessons 4,671 — 8,380 
4,121 — 7,930 
D....................... 6,374 — — 6,677 
E....................... 7,988 — 5,063 
F....................... 9,412 — 3,630 
|} 12,041 — 1,010 
H............., ........ 14,253 + 1,202 
L......................: 15,415 + 2,364 
M....................... 16,194 + 3,143 
Nu. 17,614 + 4,563 
0 19,136 + 6,085 
| ic cece cece eee e eee eee 20,095 + 7,044 
0 21,060 “+ 8,009 
| nn 22,591 + 9,540 
a = 13,051 Av, = +83 , 846 

AN = — 0,00086 Ja _ + 0,44679 

Avs ’ Ua ) N 

be = + 1121 

Ua 
b = — 0,00086 a = + 0,49800 


43. Portons notre attention sur le coefficient c qui, nous l'avons 
vu, a par la certitude de sa signification une grande importance théo- 
rique. Pour le rayon extraordinaire, sa valeur c, est tellement petite 
que les observations de M. Mascart ne permettent pas de la déter- 
miner. Au contraire, pour le rayon ordinaire, ce terme a la valeur no- 
table c, = + 0,00346. 

Etudions les conséquences de cette remarque, en nous rappelant 
que, dans la détermination des indices principaux, le plan de l'onde 
passe par axe du cristal, le prisme ayant ses arétes parallèles à 
l'axe. 

Soient Os l’axe du spath, Ow et Oy deux axes perpendiculaires 
entre eux et à Os. Faisons arriver une onde plane parallèle à x0O 3. 


l. Système de Fresnel. — Dans ce système, la vibration du rayon ex- 
traordinaire est dirigée suivant Os (fig. 5); celle du rayon ordinaire, 
suivant Ow. Des lors, la réaction proportionnelle à l’écart est sensi- 
blement nulle pour une élongation parallèle à Oz, puisque c. est in- 
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sensible; elle a une valeur notable correspondante à c, pour toute 

élongation parallèle à Ox, et par suite aussi pour toute élongation 

située dans le plan xOy. Si l’on fait tourner le plan d'onde autour de 

Ox, depuis 20s jusqu'à xOy, la vibration ordinaire demeure suivant 

Ox; la réaction proportionnelle à l'écart ne change donc pas, et, par 
Fig. 5. 


x 


7 
LL 


suite, le coefficient de dispersion relatif au rayon ordinaire conserve 
la valeur c, pour toutes les directions d'ondes planes. Au contraire, 
pour le rayon extraordinaire, la vibration se déplace de Os à Oy et le 
coefficient e doit eroitre dec, ac,. 


Il. Systeme de Mac Cullagh. — Pour l'onde plane xOs, ce systeme 
suppose que la vibration du rayon extraordinaire est dirigée suivant 
Oz, celle du rayon ordinaire suivant Os. Dès lors, le coefficient c a une 
valeur notable c, pour une vibration parallèle à Oz: il a la valeur sen- 
siblement nulle c, pour une vibration parallèle à Ox et, par suite, pour 
toute vibration située dans le plan xOy. Si l’on fait tourner le plan 
d'onde autour de Ox de rOs à xOy, la vibration ordinaire tournera 
de Os à Oy; done pour ce rayon ordinaire c decroitra de c, à c.. Au 
contraire, la vibration extraordinaire demeurant suivant Ox, le coef- 
ficient c conservera pour le rayon extraordinaire la valeur insen- 
sible «,. 

En résumé, si l'hypothèse de Fresnel est vraie, le cocfficient c re- 
latifau rayon ordinaire aura la valeur constante c,, quelle que soit l'onde 
plane considérée; il croitra de c, à c, pour le rayon extraordinaire. 
Au contraire, dans le systéme de Mac Cullagh, le coefficient c relatif 
au rayon extraordinaire conservera la valeur insensible c,; pour le 
ravon ordinaire, il décroitra de c, à c.. 

A ces conclusions nettement contradictoires, l'expérience répond 
d'une façon aussi nette, comme on verra plus loin. 
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44. Ces considérations géométriques suffisent. Elles ont le double 
avantage d’être intuitives et tres générales, n’attribuant pas une forme 
particulière aux équations de la lumière. Il y a plus, si le langage 
suppose élongation et force, ce n’est là qu'une fiction commode; en 
réalité, le raisonnement est général et s'applique à toute autre hypo- 
thèse sur la nature de la lumière, pourvu qu'on admette le principe 
relatif à l'équation differentielle du phénomène lumineux (n° 30); 
mais il importe de voir comment le terme de Briot affecte les équations 
auxquelles conduisent les principales théories. Notre assertion sur la 
généralité du raisonnement géométrique en ressortira d’ailleurs plus 
nette. Pour simplifier, je supposerai négligeables les termes de disper- 
sion qui contiennent les puissances négatives de A, de façon à ne con- 
server que le terme principal et le terme de Briot. Pour que cette sim- 
plification soit justifiée, il suffit de considérer les radiations infra-rouges 
d’une longueur d’onde assez grande; la refuser ne servirait qu’à entraver 
la démonstration sans changer sa force, en obligeant à des digressions 
longues et peu fructueuses sur des termes difficiles à bien connaitre. 


s II. — Terme de Briot dans les diverses théories 
de la double refraction. 


45. Je désigne par æ, y, 5 les coordonnées d’un point du milieu; 
par &, 7, ¢ les composantes en ce point du vecteur qu'on appelle géné- 
ralement élongation, mais qui peut représenter tout élément dirigé 


l zen fi ‘Yay D t : t L r ] . de datz En «dB 
(vitesse, force, rotation, etc.). Les valeurs de +7, 73° 7?) compo- 


santes de l’accélération, sont dans une première approximation des 

fonctions linéaires des dérivées secondes de &, n, € par rapport à x, v, 
di did: dE din at 

dr?’ dy" ds!’ dxdy’ "de der 

fonctions par F, F,, F,, les équations différentielles s’écrivent, dans 

cette premiere approximation, 


z, savoir --++ Si je désigne ces 


d°£ 


dt: 


an _ 


+ dE | 
ae Bs > —F,. 


=F, dix = * 





Tenons compte maintenant du terme de dispersion de Briot. Nous 
savons qu’à ce terme correspondent nécessairement dans les équations 
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différentielles des termes proportionnels à l’elongation. Les équations 
seront donc de la forme 


dE 

de =F —(G E—H n—K c, 
ad? 

Sa =F. —GE— Hin— Kit, 
a - 
TE = F,—G,§ —H,n —K;t. 


N'ayant pour objet que le spath, je suppose le cristal muni de trois 
plans de symétrie rectangulaires, et je choisis ces plans comme plans 
coordonnés. Les conditions de symétrie réduisent les équations à la 
forme 








de du 

dt =F rs 
dn 

PTE = F,—Hn, 
dE . 

de — F, — K£. 


Je vais maintenant étudier ces équations, en remplaçant F,F,,F, suc- 
cessivement par les expressions particulières qui résultent de la théorie 
de Fresnel, puis de celles de MM. Maxwell, Boussinesq, Sarrau, enfin 
de celles de Lamé, Neumann, Mac Cullagh. 


46. Equations de Lame. — Ces équations ordonnées et complétées 
par les termes de Briot s’écrivent (') : 








dE d? d\. . din d:r - 
(er = (Pas Cary) Cara Baar — Gs, 
dyn, de „@ =) (LES 
“Vey ae + (Ca + ATS n—AT Hn, 
ae di d'n d? d'\, . 
re = Bards _ dyds + (AZ + Ba) KE 


Je considère une onde plane dont la normale a pour cosinus direc- 


(1) Lame, Élasticité, 2° édition, p. 234. Les lettres wu, v, a; a?, b?, c? de Lamé sont 
remplacées respectivement par £, 7, &; A, B, C. 
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teurs a, 3, y. Les équations du mouvement de cette onde sont de la 
forme 
E — Ler, n— Me’, C—Ne?, 


(2) P — (az + By +75 ve), 


où / représente la longueur d'onde et » la vitesse de la lumière dans le 
cristal; L, M, N sont les amplitudes des trois vibrations composantes 
suivant les axes. 

Je substitue les valeurs (2) dans les équations (1). La première de 
ces équations devient 


 \ 2 ‘\ 2 
(7) r= (7) [(By?-+ CBt)E — C23.n — By] — Gi. 
Désignant par V la vitesse de la lumière dans le vide, je divise les 


deux membres par 
ana ___ GTV 
l u l? 


Je rappelle que l’on a, avec les notations précédemment employées, 

| p? I À G 
(8) vi Vi mm 

Il vient 

I . 
sab = (by + cBt)E — can — byak + gli. 
J'ordonne cette équation par rapport à &, x, ©, et j'écris les deux autres 
équations qui résultent de même du système (1). 

J'obtiens ainsi 


| (5 — by? — cB? — ge + can + byas =O, 
. I . . 

i cape + (4 — ca — ay?— htt) n+ aßyz = 0, 

b'yai + a Byn + (à —aBt—bat— kB)? =o, 


Je vais appliquer ces équations au spath d'Islande. Je choisis pour 
Os l’axe optique; pour Oz, la trace du plan de l'onde sur le plan per- 
Ann, de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. 5.8 
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pendiculaire à Os. La normale à l'onde sera dans le plan yOs, et, si je 
désigne par 9 l’angle qu'elle fait avec Oz, les cosinus directeurs de 
cette normale auront pour valeurs 


œ—0, 3 — sin, y = cosb. 


On aura d’ailleurs 
b=a, gah. 


Enfin, pour simplifier l’écriture et me conformer à la notation que j’ai 
employée dans les formules de dispersion, je remplacerai les lettres 

abo gh hy = 
respectivement par 


a,a,ad; c,c,c; Ss. 


Les équations précédentes s’ecrivent alors 


| (s— a cos!9 — a’ sin*9 — cl): = 0, 
‘ (s — a cos?9 — cl}n + a Sin 9 cos 95 = 0, 
asindcos9.n + (s — a sin?9 — «ES =o. 


Ces équations sont satisfaites par 
(6) s = a COos?0 + a’ sin°6 + cl, t = 0, t—o. 


La vibration est dirigée suivant Ox; elle répond au rayon extraordi- 
naire; la vitesse de propagation, représentée par la première de ces 
trois formules, donne en particulier : 


Pour 9—=0.................. S=a + cl 
Pour 9—14,................. s,=a + cE 


. À , . A ’ a. 
Si la valeur de ?= — était la même dans ces deux égalités, en les 
multipliant respectivement par cos?9 et sin?9, et ajoutant, on obtien- 


drait 
So COS?5 + s, sind =s, 


qui représente la loi connue des vitesses de propagation du rayon 
extraordinatre. Comme l'hypothèse n’est pas exacte, cette loi est lége- 
rement altérée. 
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Or 
© 


On peut encore satisfaire aux équations (5) en posant 


s— acos0 — cl? a sin 0 cos 0 


=o, 


(7) 


== O, . 
N asindcos®9 
te — s+aco®?0+ cl 


asin@Ocos9 s—asin?d — cl 


On obtient ainsi deux vibrations dans le plan des ys. Si l'on néglige 
cet c’, ces solutions deviennent 


1° S — 0, =  tangÿ; 


29 s=a, — — cots. 

La premiere représente une vibration longitudinale incapable de se 
propager; la seconde donne une vibration transversale, dans le plan 
de polarisation, et qui se propage avec une vitesse constante. Elle 
répond au rayon ordinaire. Si l’on tient compte maintenant des termes 
en c et c’, les vibrations restent dans le plan de polarisation yOs, mais 
deviennent quasi longitudinale et quasi transversale. Pour la première, 
qui est parasite, s est de l’ordre de cl?. Pour le rayon ordinaire, ta 
valeur de s s'obtient en développant et ordonnant l'équation (7). Il 
vient ainsi 


®?— [a+(c+c)P?]s-+a(csin?d + c'cos 9) + cc'l—0o 


ei, en résolvant, 





_a+(c+c)E [a +(c+ ce) 


s — + 
2 4 


Les lois relatives au rayon ordinaire sont donc altérées par les termes 


—a(csin?s + ¢'cos?6)l—ce' bl, 


a) 


de Briot. Si l'on néglige les termes du second ordre par rapport à cf 


rae be . 
et la derniere formule donne 





(8) s—a+(ccos 0 +c'sin*6)l.  . 
On a, en particulier, 


Pour 6—0................. Ss—=a+ ch 
Pour 0—14................ s=a+c'l 


(4° 


| 
| 
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Les formules (6) et (8), relatives aux vitesses du rayon ordinaire et 
du rayon extraordinaire, sont tout à fait accessibles à l'expérience ; 
elles sont conformes aux conséquences que nous avons tirées par la 
Géométrie (n° 43) de l'hypothèse de Neumann et Mac Cullagh. 


47. Equations de M. Boussinesg ('). — Ordonnées et complétées par 
les termes de Briot, elles s’écrivent 





ae i oe d’ d’ = 
| + AH me ma — Ida: ca 
; d*y „| da _ d d? d* 
cr) jeter + (+ gat |e. 
il ad, d® d? d’\, 
de? =c|- ds dr ° 7 dydsz" (at 


En substituant dans ces équations les valeurs (2) (n° 46), comme 
précédemment, j'obtiens les équations 


—, — a(8t+ sy ses — aa." — ax) .& =, 
— bag + | 2 — bot + at) — ht |n — b3y.T=0 


> I - — 
— Cy.  eByn+ [etat + 3) — ke |p =o, 
Appliquées au spath avec le choix d’axes et le changement de nota- 
tions expliqué précédemment (n° 46), les équations (4’) deviennent 


(s— a — cl)E =- 90, 
(3’) : + (s — @cos?9 — cl?) n —asin9cos§.=0, 
— a'sin0 cos0.n + (s — a'sin?9 — c'?)F=—0. 


Ces équations admettent d’abord la solution 
(6') s—a+ cl, n = 0, £ = 0. 


Elle répond au rayon ordinaire dont les lois ne sont pas altérées ıcı 
par les termes de Briot : la vibration, dirigée suivant Ox, se propage 





(!) Voir M. Poixcaré. Theorie mathematique de la lumière, p. 277 (n° 176). 
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avec une vitesse constante quelle que soit l’orientation du rayon lumi- 
neux. 
On a ensuite deux autres solutions données par les équations 


" s?— [acos*0 + a’sin?6+ (c+ c')l?]s 


(5!) | + (ac' cos’ 8 + ca’ sin? 8) + cc'l— 0, 
/ ‘ 
| 220, nm. asinfcoss 
an C7” s—acos?§—cl? 


Les vibrations sont dans le plan yOs; quand on néglige c et c’, on 
obtient 


1° so, 7 = tangs 


29 s— acos?9 + a’ sin?9, 


xls 


a 
= — cord. 
a 


De ces deux solutions, la première représente une vibration longitu- 
dinale parasite sans vitesse de propagation; la seconde, une vibration 
quasi transversale répondant au rayon extraordinaire. 

Tenant compte maintenant des termes c et c’, nous aurons d’abord 
une vibration quasi longitudinale, dont la vitesse de propagation est 
de l’ordre de c/?; puis, pour le rayon extraordinaire, une vibration quasi 
transversale : la vibration est dans un azimut perpendiculaire au plan 
de polarisation et la vitesse de propagation est donnée par la formule 


— a cos? 0 + a'sin?0 + (c + c'}l? 
D) — FT 


A À nl sin? ı (re) Tv 
+ Le cos’6 + a sind +(e re) A) — (ac' cos? 9 + ca! sin? 0) Br — ec! A 


4 
ou, en negligeant le second ordre relativement aux rapports de c/? et 
cPaaeta’, 

ac cos?0 + a'c' sin? 6 


8' s—acos 0 + a sind + ——______—_— 
(8) + + acos?9 + a’ sin*@ 


Faisant successivement 0 =o et 0 = 1%, il vient 


Pour 0—0.................. Ss—a+ch 
Pour 0—14,................ sza+ct 


date . 





dt? 


An 
de 


at 


de 7 


A 


B 


C 
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On n'a pas exactement 
s — 5, COS? 0 + s, sin? 6, 


mais la différence entre les deux membres est tres petite, comme on le 
verra (n° 97). La loi de la vitesse du rayon extraordinaire n'est donc 
pas sensiblement altérée. 


48. Équations de M. Poincaré. — M. Poincaré a montré (') que les 
résultats de la théorie de Fresnel conduisent aux équations 
BE fd at A da, 
dt? 7 (a ga) §—-B gop Cr 
| d’n d? d? a a’ 
La u _ PER ___ _ _ 
a) EB a Agee + B( st)" C7,” 
BE d d' dd 
dt? =— Ay: Pa: n+C(T + 3)? 


Le déterminant des coefficients symboliques de £, n, ¢ se déduit de 
celui de M. Boussinesq en le faisant tourner autour de sa diagonale 
principale. Si donc on introduit les termes de Briot, on obtiendra la 
même équation pour les vitesses de propagation. La vibration ordi- 
naire sera dirigée suivant Ox. La vibration du rayon extraordinaire 
est transversale quand on néglige c et c’, mais quasi transversale quand 
on en tient compte. Une vibration quasi longitudinale parasite se pro- 
page avec une vitesse qui est de l’ordre de cl? etc’. 

On arrive à des conséquences tout à fait analogues en partant des 
équations 


a ad? d*\ . d d d „d d/d d 
(im tape t ga)i— ge (Agi t Baer t gs) Ag (ait ns ds), 
d? a dad d d d d d/d d d 
— _— — — —# — — B— | — — _— 
(as + an + ga) dy (AZ s+ Banta c) Ba (agit gen + at). 
(di dt a d{,d d d | djd, d_'d, 
(an + ge + aa) A (Agee +B en + C3 2 Et) 


qui répondent à la forme attribuée à l'équation de la surface de pola- 


(!) Theorie mathématique de la lumière, p. 257. 
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risation par M. Poincaré ('), savoir 
N= (A z?+ By? + Cs?) (2?+- B%+ y?)—2(Azr+Bhy+Cy3)(ar+By+ys)=0. 


L'auteur a montré que cette forme satisfait aussi aux lois de Fresnel 
relatives aux deux rayons lumineux. Il importe d’ajouter qu’elle donne 
lieu a des vibrations longitudinales; en ce sens, elle ne répond pas 
aux idées de Fresnel. 

De leur côté, les équations (1”) ne sont pas l'expression des principes 
du grand physicien, mais donnent seulement les mémes résultats; 
il n’est donc pas étonnant que l'addition des termes de Briot dans 
les seconds membres de ces équations conduise à des résultats con- 
traires à ces principes : vibration lumineuse à peu pres transversale 
au lieu de l’être rigoureusement, vibration quasi longitudinale pa- 
rasite. 


49. Theorie de Fresnel. — Prenons maintenant pour point de dé- 
part les principes mêmes de Fresnel, ou mieux, les hypothèses équi- 
valentes, mais plus correctes, par lesquelles M. Poincaré les remplace, 
Savoir : 

1° L’ether offre une résistance infinie à la compression. 

2° L’ellipsoide de polarisation est indépendant du plan de l'onde. 
L’equation d’incompressibilite est, comme on sait, 

d d d 
da + dy N+ 72° zo. 
Pour une onde plane, dont la normale a pour cosinus directeurs «, 8, y, 


cette equation devient 
aE+-PBn+yi=o. 


Elle constitue donc une Uaison par laquelle le mouvement a nécessai- 
rement lieu dans le plan de l’onde. D’après cela, la seule composante 
efficace d’une force quelconque est sa projection sur le plan d’onde. 
C'est le principe admis par Fresnel pour les réactions élastiques de 


a 


(!) Théorie mathematique de la lumière, p. 257, équation (7). 
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l’ether, et qui doit être étendu à toute force, en particulier à celle de 
Briot. 

En second lieu, l’ellipsoide de polarisation étant supposé fixe, ses 
axes coincident en direction avec ceux du cristal; son équation est 


donc | 
(AZ? + Bn?4+ (05) (a? +B’+-y)=ı. 


Pour remonter de la aux forces élastiques de l’ether, il suffit de prendre 
les demi-dérivées par rapport à &, n, ¢ et de remplacer a, 3, y respecti- 
d d d d? _ À 
dx’ dy’ ds’ dy? * dst 
qu'on a l’habitude de désigner par A. Il vient ainsi, pour les trois com- 
posantes de la force élastique, A AË, B An, C AT. A ces forces, s’ajoutent 
les termes de Briot — G£, — Hy, — KL, et les composantes de la réac- 
tion de liaison N, P, Q. D'après cela, les équations completes, avec la 
condition de liaison, s’écrivent 


. d? 
vement par —— a+ B? + y? devient 4 + » symbole 


> ed 

es 

an ad. ad d,_ 
{ : 

TE =(CA—K)E+Q, 


Dans ces équations, je remplace &, n, € par les valeurs (2), n° 46. La 
réaction de liaison étant alors normale au plan d’onde, N, P, Q de- 
viennent proportionnels à a, ß, y. Il vient donc, avec les notations 
adoptées (3), n° 46, et en appelant r la valeur algébrique de la réac- 
tion de liaison, 


GE = — (a+gl)E-+ar, 
(4) Zn=(b+hlyn+Br, al+ßn+y=o 


8 =(c+AR)E +yr, 


Ces quatre équations homogènes par rapport à 5, n, [, r ne sont sa- 
tisfaites que pour les valeurs de = à qui annulent le déterminant de 
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leurs coefficients : elles déterminent alors des quantités proportion- 
nelles à ces inconnues. J’applique ces équations au spath, avec le chan- 
gement de notations et le choix d’axes précédemment employés (n° 46). 
Il vient 
sé = (a+cl);, 
(5) sn=(a+cl)n-+r sin, sind +%cos® =o. 
| st =(a'+«'P)5 + r cos, 


On n’a plus que deux solutions pour le probleme, la quatrième équa- 
tion (5) mettant obstacle aux vibrations longitudinales. La premiere 


est 
n= 0, =o, r —0, s=a+ cl. 


La vibration est dirigée suivant Ox : sa vitesse de propagation est con- 
stante, quelle que soit Ja direction du plan d’onde. Les propriétés du 
ravon ordinaire ne sont pas changées par l'introduction des termes de 
Briot. 

La deuxième solution répond au rayon extraordinaire, elle donne 


Sve 
| 
© 


sxis 


La vibration est donc dans le plan d'onde perpendiculaire à la pre- 
miere; c'est bien la loi de Fresnel. La vitesse de propagation s'obtient 
en tirant n et © des deuxième et troisième équations (5) et portant 
dans la quatrième. Il vient ainsi 


r sind -_.. reosé 
Ts a —0c'P? 


= nn) 
s— a — cb 


sin? +. cos?6 o 
r| -—— 10, 
s—a—cl s—a— cl 


La derniere donne, pour la vitesse de propagation, 
s— (a -+ cl?) cos?4 + (a’+ c’l*) sin?®. 


Gette formule reproduirait exactement la loi de Fresnel pour la vitesse 
du ravon extraordinaire, si / était indépendant de a. 

Comme il n’en est pas ainsi, cette loi est legerement altéréc. 

Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome VII. 5.9 
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50. Voici une remarque intéressante qui résulte des observations de 
M. Poincaré ('). L'hypothèse sur la fixité de l’ellipsoide de polarisa- 
tion n’est pas nécessaire pour arriver aux lois de Fresnel : il suffit que 
son équation soit de la forme 


IT = (AË+ Bn?+ Cf?) (a?+ 84 7?) 
+2D(Aaö + Bön + C5) (ag + Bn+ 73) + E(as + Bn +7) = 1, 


qui reproduit celle qu'on a précédemment adoptée, en faisant 
D=E=0. 


En effet, si l’on adopte cette nouvelle forme plus générale, il faut, 
dans les deux membres des équations (4), ajouter les termes qui pro- 
viennent des nouveaux termes de II et qui s’en déduisent en les deri- 
vant par rapport à &, n, €. La demi-dérivée par rapport à & donne 


(DA + E)a(af + Bn + 75) + xD (A 2% + B3n + Cy}). 


Le premier de ces deux termes est nul en vertu de la liaison; le 
deuxième terme se compose de deux facteurs, dont l’un est « et l’autre 
une fonction symétrique. On pourra donc, en mettant x en facteur, 
Joindre ce terme au terme de liaison ar de la première équation (4). 
Si donc on désigne maintenant par r l'ancienne valeur de r augmentée 
de cette fonction symétrique A aë + B3y,+Cy%, les équations (4) con- 
servent la même forme et conduisent aux mêmes conséquences. On le 
voit, les termes ajoutés dans l'équation de l’ellipsoide de polarisation 
u'ont pour effet que de changer la réaction de la liaison. En particu- 
lier, cette remarque s'applique aux équations déjà signalées de M. Poin- 


caré (n° 48), en faisant D = — 1, E — 0. Elle s'applique aussi aux pre- 
mières équations de M. Poincaré qui peuvent s’écrire 

EE . d'f, di dn ds 

ILE — A à: mr (A ir +-B ly +- CE) 

dan d d: da 7/4 

PTE —: B Ar -— dy (A dr - B dy + 7.) 

Par d dz da de 

Gee Ag — © (A + CE) 


a rr ee ee we ee à — — 


(!) Theorie mathematique de la lumière, p. 156 el 157. 
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quoique ces équations ne donnent pas lieu à un ellipsoide de polarisa- 
tion proprement dit. On voit que notre remarque s'applique égale- 
ment aux équations de M. Boussinesq, dont la première se met sous la 
forme 

dE d (4 ? d 


tL > d 
dg =AÂ—AST iit mtg) 


$ ITI. — Sur l'incompressibilité de l’öther. 


51. De ce qui précède résulte un moyen de conclure sur l’incom- 
pressibilité de l’éther, ou, si l’on préfère le langage des faits à celui 
des hypothèses, sur la transversalité rigoureuse des vibrations. Nous 
avons dit que seules les théories du groupe de Fresnel restent à dis- 
cuter, l'hypothèse de Mac Cullagh et Neumann conduisant à des con- 
clusions nettement contraires aux faits de la dispersion, et nous avons 
trouvé que, si l’on assujettit les vibrations lumineuses à être rigou- 
reusement transversales, les équations différentielles de toutes les 
théories connues de ce groupe conduisent à la même formule, non 
seulement pour le rayon ordinaire, mais aussi pour Findice du rayon 
extraordinaire, savoir 


{ . e . 
(1) Fr a, cos?9 + a’sin?9 + (c cos?9 + c’sin?@) 2. 


La condition de transversalité supprimée, le premier terme peut 
bien conserver la même forme, comme dans les théories de MM. Bous- 
sinesq, Sarrau, Maxwell, comme aussi avec les équations de M. Poin- 


care; mais le terme de Briot est changé. Dans ces cas, nous avons en 
effet trouve 





(2) — =ac0s?9 + a'sin?s + TE cos? + eosin’? 
n° a cos? 5 + a'sin?0 
La difference entre les formules (1) et (2), quoique faible, est acces- 
sible à l'expérience, comme on verra plus loin (n° 100). L’expérience 
peut donc un jour renseigner sur la rigoureuse transversalité des vi- 
brations. 


52. Pour donner plus de généralité à ce résultat, j'en reprends 
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étude par la méthode géométrique, dont j'ai déjà signalé les avan- 
tages (n° 44). 
Soient 
C la réaction de Briot pour un déplacement égal à ı suivant Oy (fig. 6): 
(’ la reaction de Briot pour un déplacement égal à ı suivant Os; 
ON la normale au plan d'onde, située dans le plan yOz; 
0 l'angle que fait cette normale avec l’axe optique Os; 
OI l’élongation rigoureusement transversale et égale à 1. 


Fig. 6. 





Je décompose Ol suivant Oy et Oz en deux composantes 


OK — cos, OL = sin. 


Ces composantes donnent lieu aux forces 


C cos9 suivant Oy, 
C'sin9 » Os, 


dont les composantes efficaces, dirigées suivant OI, sont 
Ccos?9 et C’sin? 49. 


Le terme de dispersion de Briot sera donc, quelles que soient les réac- 
tions élastiques de l’éther, 


(ce cos? 9 + c'sin’9)/2?. 


Si la vibration n’est pas rigoureusement transversale et fait avec le plan 
de onde un angle constant w, compté positivement quand la vibra- 
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tion se rapproche de l'axe Oz, on trouve de même, pour le terme de 


Briot, 
[ce cos’ (8 + 0) + c'sin?(9 + w)]. 


Si l’on connait c, c’, 4 et la valeur numérique du coefficient de /?, 
on peut, jusqu'à un certain point, en déduire w regardé comme indét- 
pendant de À. Ainsi, sans admettre d'autre idée préconçue que le prin- 
cipe fondamental adopté (n° 30), on peut, par l’étude expérimentale 
du terme de Briot, non seulement savoir si la vibration est dans le plan 
de l’onde, mais encore mesurer jusqu’à un certain point l’angle qu'elle 
fait avec ce plan. Ce dernier résultat est, il est vrai, moins certain, 
car l'angle w peut varier un peu quand on passe d’une radiation à une 
autre. 


s IV. — Vérification expérimentale des théories précédentes. 


53. Mes observations, je dois le dire, ne permettent pas de résoudre 
cet important problème de la transversalité rigoureuse des vibrations: 
mais elles touchent de bien près à la solution, et je ne doute pas que 
celle-ci ne puisse être atteinte par des moyens supérieurs à ceux dont 
j'ai pu disposer. Donc je m’abstiendrai de conclure dans ce Mémoire 
sur l’incompressibilité de l’éther, pour m’attacher seulement aux hypo- 
thèses de Fresnel et de Mac Cullagh et Neumann; mais je ferai l’exa- 
men expérimental de ces hypothèses avec tous les soins et tous les dé- 
veloppements que mérite une si grave controverse. 


54. Tout d'abord, il faut assurer la base de l'analyse précédente 
par une bonne détermination des coefficients de dispersion c et c’ re- 
latifs aux deux indices principaux. Les valeurs déduites des nombres 
de M. Mascart n’ont pas une précision suffisante. Cette base, solide. 
ment posée, je rappelle les conclusions à vérifier. Dans l’hypothése de 
Fresnel, le coefficient du terme de Briot a la valeur constante c, pour 
le rayon ordinaire; ce coefficient augmente de c, à c, pour le rayon 


extraordinaire quand l'angle de l’onde plane avec l’axe croit de 0 a _ 


Dans le systéme de Neumann, c'est l'inverse : constant pour le rayon 
extraordinaire, il décroit de c, à c, pour le rayon ordinaire. 
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55. Voici d’abord un fait incontesté : 


L'indice de réfraction de chaque radiation est constant pour le rayon 
ordinaire, quelle que soit la direction de l’onde plane. 


Compatible avec la première hypothèse, cette loi est manifestement 
contraire à la deuxième. Quelle est donc sa certitude? Quelles expé- 
riences ont été faites pour la contrôler? Verdet rapporte (') celle de 
Brewster (?), qui est seulement qualitative, et celles de Swan (*). Ce 
savant mesure l'indice ordinaire du spath au moyen de prismes taillés 
dans différentes directions ; il emploie la méthode du minimum de dé- 
viation et opère avec la lumière de l'alcool salé. Il obtient les résultats 


suivants : 
Indice ordinaire 


du spath. 

Rayon réfracté parallèle à l'axe................ 1,658367 
» perpendiculaire à l'axe.......... 66 

» D se G1 

» D ses 84 

» à 45° de l'axe.................. 85 

» a Go” de l'axe..............,... 8) 
Moyenne....... . 1,658375 


Les differences ne portent que sur le cinquieme chiffre decimal; elles 
sont de l’ordre des erreurs d'observation. D'autre part, pour la raie D 
et d'après les calculs précédents (n°* 41 et 42), la valeur de c,/? serait 
0,000436, tandis que celle de c.!? est négligeable. Ainsi, dans l’hypo- 
thèse de Neumann, l'indice ordinaire varierait d'environ 43,6 unités 
du cinquième chiffre décimal, quand on passe du rayon parallèle au 
‘ayon perpendiculaire à l'axe optique du spath. La réponse est écla- 
tante. 


56. Cependant, malgré leur précision, ces expériences laissent place 
au doute : peut-être une compensation s’etablit-elle entre la variation 
du terme de Briot et celle des autres termes de dispersion, de façon à 
maintenir approximativement la constance de l'indice ordinaire de la 


—— el — — 


(1) Lecons d’Optique physique, 1.1, p. 530. 
(2) 13" Rep. of. Brit. Assoc., p. 7. 
(3) Edinb. Trans., t. XVI, p. 375. 
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raie D? Pour lever cette objection, il faut observer les indices ordi- 
naires dans une grande étendue du spectre. La constance de tous ces 
Indices entrainera nécessairement celle du terme de Briot et même 
aussi celle des autres termes de dispersion. Telles sont les vérifica- 
tions faciles et décisives qu’on peut opérer sur le rayon ordinaire. 


57. Pour faire la démonstration plus complète, on doit étudier la 
variation du terme de Briot pour le rayon extraordinaire. Aucune vé- 
rification n’a été faite dans ce sens; cependant on sait que, pour une 
onde plane perpendiculaire à l’axe, le rayon ordinaire et le rayon ex- 
traordinaire coincident. La constance du coefficient c du rayon ordi- 
naire une fois établie, il résulte de cette loi que, pour le rayon extraor- 
dinaire, le coefficient de Briot varie de c, à c,, quand l’angle de l’onde 


’ . . ı À . , . 
plane avec l'axe du cristal varie de o à = Mais, cette démonstration a 


l'inconvénient de faire rentrer la nouvelle vérification dans la premiere, 
relative au rayon ordinaire; aussi determinerai-je les valeurs du terme 
de Briot, pour le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire, dans un 


azimut intermédiaire entre o et … 


58. Voici le plan d'expériences que ces considérations m'ont conduit 
à adopter : 

1° Reprendre la détermination des formules de dispersion pour les 
indices principaux du spath; 

2° Mesurer les indices ordinaire et extraordinaire des différentes 
radiations pour une onde plane faisant avec l'axe un angle constant 
connu, de façon à en déduire les formules de dispersion pour les deux 
rayons dans cette direction. 

Les grandes longueurs d’onde influent le plus sur le terme de dis- 
persion de Briot : des calculs précédents il résulte (n° 35, 36, 37, 41, 
42) que, dans le spectre ultra-violet, le terme de Briot est négligeable : 
dans le spectre visible il est sensible, pour devenir prépondérant dans 
le spectre infra-rouge. Les courbes montrent ces faits avec évidence. 
J'ai donc borné à ces deux dernières régions du spectre mes recherches 
qui, à cet égard, se divisent en deux parties : 

1° Observations des raies de Fraunhofer avec le goniometre ordi- 
naire ; 
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2° Observations des radiations calorifiques par la méthode de 
M. Mouton. 

La précision des pointés est au moins dix fois plus forte dans le pre- 
mier cas que dans le second; de là la nécessité, pour les premières ob- 
servations, d'une étude minutieuse des erreurs systématiques; cette 
étude devient à peu près inutile dans le second cas. 


CHAPITRE IV. 


ÉTUDES EXPERIMENTALES SUR LE SPATH D'ISLANDE. 


$ I. — Observations dans le spectre visible. 


GONIOMÈTRE ET PRISME. 


59. Ces observations ont été faites à l'École Polytechnique, au labo- 
atoire de M. Cornu, avec un goniometre de Babinet, construit par 
MM. Brunner. Cet admirable instrument, que mon ancien professeur 
m'a fait l'honneur de me confier, a été décrit par lui-méme (‘). Le 
cercle est divisé dans le sens des aiguilles d'une montre; la division 
extrême du vernier donne les 3”. Je comptais employer aussi le prisme 
de spath qui lui a servi dans son second Mémoire sur le spectre normal 
du Soleil (?). L’utilisant lui-même pour la suite de ce travail, M. Cornu 
a poussé la bienveillance jusqu'à m’offrir d'en commander un à mon 
gré à M. Pellin. 

Voici la taille que j’ai adoptée. 


60. Soit decg, afbh, d'e’... le rhomboedre de spath, appuyant par sa 
face d’e'c’g’ sur le plan vertical et avant son axe ac, a’c’ horizontal. Le 


ne I DT nn — - .—— ee mm nn a mn 


(1) Annales de U’ Ecole Normale, »* serie, t. IH, p. 15. 
(2) Ibid., 2° série. t. IX: 1880. 
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plan horizontal de cet axe découpe dans le cristal un parallélogramme 
abcd. Je choisis les bases du prisme parallèles à ce plan; par suite, les 
arêtes sont verticales. Enfin, pour définir l'orientation des faces latérales 
du prisme, je mène deux plans AB, AC ( fig. 7), faisant avec l’axe ac des 


Fig. 3. 


+ 


a. 





angles de 30°, puis un troisième plan BC perpendiculaire à l’axe. J’ob- 
tiens ainsi le prisme équilatéral ABC, tel quel’axe est, dans le plan de 


la section droite, la bissectrice de l’angle A. Pour reconnaitre les 
angles, j’ai inscrit les lettres A, B, C, en tournant de droite a gauche 
sur la base supérieure. Des petites faces naturelles, que j’ai fait con- 
server comme faces témoins sur les sominets, permettent de définir 
exactement l’orientation cristallographique des faces du prisme. 


61. Les avantages que j'ai trouvés dans cette taille sont les suivants : 
d’abord les faces naturelles laissées sur les arêtes verticales A et C 
sont tres propres à définir la position de l'axe dans le plan de la base 
du prisme; puis, si l’on observe successivement à travers les trois 
angles A, B, C, l’onde plane passera par l'axe, puis fera avec lui, de 
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part et d’autre, des angles de 30°. Pour le rayon ordinaire, on pourra 
vérifier la constance de l’indice; de plus, les deux positions symétriques 
devant, dans toutes les théories, donner le même indice, la variation 
de celui-ci fera connaitre la grandeur des erreurs accidentelles. Pour 
le rayon extraordinaire, l'observation à travers A donne l'indice mini- 
mum; puis la double observation à travers les angles B et C constitue 
un retournement qui permet d’éliminer l’erreur provenant de l’indéci- 
sion sur la position de l’axe optique. 


MÉTHODES D' OBSERVATION. 


62. Le réglage a été fait par les méthodes de M. Cornu ('), sauf de 
légères modifications que j'indiquerai. Pour Ja mesure de langle re- 
fringent, on connait deux procédés : le premier, utilisant l’oculaire na- 
diral qui permet de pointer le réticule sur son image par réflexion 
normale, a dü étre abandonné parce que la lunette ne possedait plus 
cet oculaire. J'ai alors employé la methode qui consiste a mesurer le 
double de langle réfringent : on pointe avec la lunette successive- 
ment les images de la fente du collimateur réfléchies par les deux faces 
du prisme. 

Contrairement à une opinion assez répandue, cette méthode peut 
donner d'aussi bons résultats que la première, pourvu qu'on ait soin 
d'éliminer les erreurs systématiques. 

Pour l'indice du rayon ordinaire, la méthode emplovée est celle du 
minimum de déviation; elle s'applique au rayon extraordinaire observé 
a travers langle A; mais, dans les angles B et C, la variation de l’in- 
dice avec la position du rayon lumineux fait que, dans la position du 
minimum de déviation, les rayons incident et émergent cessent d’oc- 
cuper des positions symétriques par rapport à la bissectrice de angle 
refringent, et la formule classique 

À + À 


sin ——— 
2 
il =: 





ee oo ee eee — nn — ee — — 


(1) Spectre normal du Soleil, 2° Partie (Annales de l'École Normale, 2° série, t. X: 
1880). 
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n’est plus vraie. Il faudrait employer les formules de M. Cornu ('), 
qui exigent la mesure difficile des angles d'incidence et d'émergence. 
I y a plus, les diverses radiations inégalement réfrangibles suivraient 
dans le cristal des chemins différents, cireonstance peu favorable : 
étude de la dispersion dans une direction déterminée. J'ai préféré 
faire l'observation dans la position symétrique, de façon que, dans le 
cristal, le rayon lumineux soit toujours perpendiculaire à la bissectrice 
de l’angle réfringent. J'ai utilisé dans ce but l'image du collimateur 
réfléchie sur la troisième face du prisme. 


63. II suffirait, en effet, de faire coincider l’image réfléchie et 
l'image réfractée si la troisième face était rigoureusement perpendicu- 
laire à la bissectrice de l'angle réfringent; mais il n’en est pas ainsi. 
Soient 


ABC la section droite du prisme (fig. 8); 
ADF la bissectrice de l’angle A; 
DG la normale à BC. 


On peut assimiler le rayon réfracté dans la position symétrique à un 
rayon réfléchi sur une face ideale DE, dont la normale est ADF. Des 


Fig. 8. 


A 








B ° A à c 
a NO 
S \ 
, à ‘ R’ 
G F 


lors, soient SD le rayon incident, DR et DR’ les rayons reflechis sur les 
faces DE, BC. J’imagine que toutes les droites menées par D sont limi- 


(1) Annales de l’École Normale, 2° série, t. III, p. 238. 
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tées à un cercle qui a pour centre ce point, puis je mesure les angles 
par les arcs interceptés sur sa circonférence et comptés positivement 
de gauche à droite, dans le sens de la graduation du goniomètre. On a 
ainsi 


(1) lecture R’— lectureR = RR’= 2F6G. 


* 


Pour évaluer FG au moyen des angles du triangle, je mène DH pa- 


‘allele à AB: il vient 
FG = FH + HB + BG. 


Orona 


FH=+ À, HB—+B; BG=— 


win 


Portant ces valeurs dans l’égalité (1), j'obtiens 


wn PAS EN > 
lectureR’— lectureR = A +>B —- r =B— C. 


Si l'on désigne par rel. la lecture du cercle gradue pour la position 
de la lunette pointant le rayon réfléchi, par refrac. la lecture pour le 
rayon réfracté, enfin, si l’on joint au précédent résultat ceux qu’on 
obtient pour les autres angles, on a 


A travers A, réfl. — réfrac.......... B — C 
» B, D ess... C — a 
» C Deren A—B 


49 


64. Avant de passer à l'étude des causes d'erreurs, il importe de 
savoir avec quelle précision il faut pointer l’image réfléchie pour que 
l'erreur commise sur ce pointé n’entraine pas une erreur sensible sur 
la valeur de l'indice. L'indice x du rayon extraordinaire qui fait avec 
l’axe optique du cristal un angle 9 est donné par la formule 


i I 
_ .2 2s 
= — cos*9 + Fr sin” 7, 


n? 
n 0 € 


où n, et 2, représentent les indices principaux ordinaire et extraordi- 
naire. 
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Cette formule différentiée donne 


n° {1 1 . 
in = — — (= — =i] sin29 di. 
n, ni 


Si l'on fait 6 = 30°, puis qu’on remplace les indices par les valeurs 
relatives à la raie D, et dû par la mesure trigonométrique de l'arc 


de 1”, on trouve 
dn = 0,000 047. 


Si done on veut que dn ne dépasse pas 5 unité du cinquième chiffre 
décimal, il faudra que d6 ne dépasse pas o’,t. D'ailleurs, la variation di 
égale la variation dr de l’angle de réfraction; or, de la formule 


sini=nsinr, 


on deduit 
COST 


. dr. 


din 





. ad 


Faisant, dans ces formules, 


r= 30°, n — 1,6, 
il vient 
di = 2,3 dr. 

Ainsi, l'angle z, et par suite la position du prisme sur la plate-forme 
devra être déterminée à o’, 2 près. Enfin, la rotation de l’image réflé- 
chie étant double de celle du prisme, le pointé de cette image devra 
être fait à moins de o’,4 ou 24”. Cette précision très grossière sera 
facilement atteinte malgré la mauvaise qualité de l’image réfléchie, 
qui est fortement dépointée quand la lunette est disposée pour la me- 
sure de la déviation du rayon réfracté. 


$ II. — Erreurs systématiques. 


65. La principale cause d'erreur dans les mesures d'indices est due 
aux dépointements que la courbure des faces du prisme conduit à faire 
subir à la lunette. Dans la mesure de l’angle réfringent par la méthode 
que j'ai employée, une autre cause grave d’erreur résulte de la diffi- 
culté de régler le collimateur, de façon que la fente soit exactement au 
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foyer principal de l’objectif. M. Cornu, qui a signalé ces causes d’er- 
reurs, en a donné la theorie et calculé les formules de correction ('). 
Je vais reprendre cette double étude à un point de vue different et plus 
general; je comparerai les formules obtenues par les deux methodes; 
entin, je montrerai quels avantages présentent les miennes. 

Dans l’observation des raies de Fraunhofer, l’usage d’une lentille 
collectrice placée en avant de la fente fait que le pinceau Inmineux 
couvre tout le prisme; de cette façon, son axe passe par les centres 
des faces. C’est la une condition nécessaire à l'établissement de la 
théorie; car, si l’axe du pinceau perce les faces du prisme en des 
points qui varient d’une façon inconnue, l'angle refringent n'est pas 
exactement défini et varie d’une observation à l’autre. I en résulte 
une grande incertitude sur l'indice malgré la finesse des images et la 
précision des pointés qui devient illusoire quand on ne fait pas usage 
de la lentille collectrice. D'ailleurs, pour conserver la finesse des 
images, il suffit, comme l'indique M. Cornu, de diaphragmer le prisme 
afin d'éviter l'influence des bords des faces; cette opération doit être 
faite avec soin pour que les diaphragmes des trois faces se corres- 
pondent exactement dans la position symétrique du prisme pour la 
mesure de la déviation du rayon réfracté. Le prisme ainsi diaphragmé, 
réglé avec soin par les méthodes de M. Cornu, a été centré sur la 
plate-forme par le procédé des tourneurs. 

Je me suis assuré, en outre, que l’axe du tirage de la lunette coin- 
cide avec son axe optique. Pour cela, j'ai pointé la lunette directement 
sur le collimateur, puis j'ai fait varier le tirage. Jai ainsi constaté que 
le réticule, dans son mouvement, reste au centre de l’image dépointée 
du collimateur. Cette condition n’est utile à remplir que si l’on ne fait 
pas les pointés à droite ct à gauche avec le mème tirage. Elle n'était 
donc pas nécessaire pour mes observations définitives, où, naturelle- 
ment, cette précaution a été prise, mais seulement pour celles qui ont 
servi a verifier les formules que je vais établir. 


(1) Annales de l'École Normale, »* serie, t. X; 1880. 
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INFLUENCE DU DÉPOINTEMENT DE LA LUNETTF. 


66. Sur Vasimut du rayon réfléchi. — Soient 


ABC le prisme supposé convexe (fig. 9): 

I la trace de l’axe de l'instrument et le centre du prisme; 

Q le centre de la face AB; 

SQ l'axe du pinceau incident supposé parallèle à AT: 

OR l'axe du pinceau réfléchi à gauche; 

fO la position de Paxe optique de la lunette supposé parallele à QR; 
J la position du réticule dans le plan focal principal: 

O le centre optique de l'objectif. 


Fig 9 





Le rayon SQ, réfléchi suivant la droite QR parallèle à l'axe optique /O, 
vient passer par le foyer principal f. Mats le pinceau qui a pour axe QR 
est divergent en vertu de la convexité des faces du prisme; il vient 
done converger, apres avoir traversé l’objectif, en un point F de Rf 
situé au dela de /. On devra done commencer par donner à la lunette 


un depointement 
of = + fF;. 


Le réticule étant alors en F,, tl faudra faire tourner la lunette d'un 
angle correspondant à F,F, de façon à amener le reticule de F, en FE. 
Ce mouvement aura pour effet de diminuer la lecture du rayon réfléchi 
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. 7 . e 
à gauche et, par suite, la mesure de A. On devra donc appliquer à cette 


lecture (ou à angle A) une correction positive SA. Pour l’evaluer, je 
mene QQ’ parallele à OR, puis je désigne par p l’apotheme IQ du 


triangle ABC, par w l'angle R/O et par / la distance focale principale 
de la lunette. On a successivement 


~~ A 
OR = QQ’=1Q sinQIQ’= pcos >’ 





w» = OR P cos À 
1) —— Of —f 2 ’ 
FF = of P= + cos = %, 
Angle correspondant à FF, ou 6A = FF, — LP eos A sf :(f + of): 
& 1 OF, f 2 °° ° 


d’où, en definitive, en négligeant 6/ devant /, 
. A 
(1) . oA = + Of cos: 


Telle est la correction qu’il faut porter à la lecture du rayon réfléchi à 


gauche ou par ce fait à A, pour un allongement ¢/ de la lunette. 


67. Sur l'asimut du rayon refracte. — Soit SPQR (fig. 10) la marche 
de l’axe du pinceau lumineux réfracté à gauehe. Pour avoir la valeur 
exacte de la déviation A, je devrais placer l'axe de la lunette suivant 
f9 parallele à QR. Dans cette position, QR parallele à l'axe optique se 
réfracte suivant R f, et, comme le pinceau QR est rendu convergent par 
la convexité du prisme, son foyer est sur R/ en deçà de /, quelque 
part en F. On est donc conduit à raccourcir d’abord la lunette en ame- 
nant le réticule de f en F,. Je désigne ce dépointement par 


of=—/Fı. 


On fera ensuite tourner la lunette de façon à amener le réticule de F, 
en F. Cette opération a pour effet de diminuer la lecture du rayon 
réfracté à gauche et, par suite, la déviation A d’un angle correspon- 
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dant à F,F. Il faut donc porter à cette lecture ou à A une correction 
positive 6A dont voici le calcul : 














OR = QQ'— 1Q sin QIQ'—p sin ATF, 
» = OR_ Pin A+4 
Of f 2 
; ‚A+A Ô A +A 
FFio.fF= sin 5 (— df = PA sin >? 
Angle correspondant a FF, ou dA = SE =— PF sin Arad (f+ df), 
1 





(2) = — Ff sin I ; = 


68. Remarquons que, dans les formules (1) et (2), la ligne trigo- 
+A 
2 
sinQIQ’; de sorte que, si, dans l’observation du rayon réfléchi, au lieu 
de considérer un rayon incident parallele a Al, comme dans la fig. 9, 
on considere le rayon qui se reflechit dans la position du minimum de 
A+A 
2 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Serie. Tome VII. S.11 





+, oe A . À . 2.0 P> , . 
nométrique cos. ou sin qui multiplie pe représente toujours 





réfraction (ig. 10), l'angle QIQ’ est égal à » et la correction qu'il 
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faut porter à la lecture du rayon réfléchi à gauche devient 





69. Je vais maintenant montrer que les formules (1) et (2) con- 
cordent avec celles de M. Cornu. 
Correspondante à la formule (1), l’éminent physicien trouve (*) 





„A p A x 2 nn A 
0 -= —- co - avec =. = — - 0 
2 p 2 f p Cost 2 2 
où x représente le dépointement à/. On en déduit 
. 2p A 29 of. A 
54 = co? avec - = À in — ; 
p 2 p 
d’où l'on tire 
5 09 
A= PL cos > 


ce qui est la formule (1). 
Dans le deuxième cas, M. Cornu fait porter la correction sur l’angle A. 
au lieu de la faire porter sur A, et il trouve (?) les formules 








in - cos? À + À 
rs — 1! yf -- —— 
„A tane À + À » 7 2 4 
0 —- = —Itanz ’ oF? , 
2 2 . À 
| P JP sin = 


8 , . N 
où y représente — of. 


Je tire de là 








A, 
sın — COS 
2 














9'A — “ptan A+ A 2 
— © or a ——___—_._ ______., 
2 = . i 
P f sin à COS A+ 4 
2 2 
V . A — A ‘ . . 
et en remplaçant sin —— par 6A, d’après ma formule (2), 
‚A A+A 
sın Fr COS 
9'A = dA —— 
. À 
SIN - 


2 


(1) Spectre normal du Soleil, Ue Partie, p. 59 et 61. 
2) Ibid., p. 58 et 64. 
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Si, au lieu de faire porter la correction sur A, on veut la faire porter 


sur À, comme dans ma formule, on doit differentier la formule qui 
donne 7 en laissant n constant; il vient 


. A + À 
sin 





. À 
— ASIN To 


À + À 
2 


COS 





(dA + dA)=ncos ada, 


A A+A 
ncos — — COS 


2 2 
= ~<a A 


2 





cos 





remplacant, dans cette formule, dA par la valeur ¢’A de M. Cornu, on 
aura la valeur équivalente de dA; je remplace en même temps 2 par 





























. A+A 
sin 
—; il vient 
Sin — 
2 
sin A 
= cos cos À +4 
. A . A 2 2 
sin = cos — sin — 
dA = dA <>». — 
. À À + À 
sin — cos 
2 2 
94 (s À + À A A + À . 2) 
— sin COS — — cos sin — }; 
. À 2 2 2 2 
sin — 
2 
ou enfin 
dA — oA. 


Ainsi la valeur de dA qu'on déduit de la formule de M. Cornu est égale 
à la valeur oA donnée par ma formule (2). 


70. On le voit, il v a bien concordance entre les formules de 
M. Cornu et les miennes; mais elles présentent une difference essen- 
tielle. Dans mes formules, je fais intervenir, non pas le rayon de cour- 
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INFLUENCE D'UN DÉFAUT DE MISE AU POINT DU COLLIMATEUR. 


71. Sur la mesure de l'angle refringent. — Soient O (fig. 11) le 
centre optique de l’objectif et F la fente du collimateur. FO coupe en f 


Fig. 11. 
F 





le plan focal principal, de sorte que le collimateur a subi sur sa posi- 
tion normale le dépointement 


of=+ fF. 
la formule de M. Cornu, 
sA LP tan A 
ap 8; 
P= 0,000 008. 
p 


La correction qu'il faut appliquer à l'angle r6frinzent, dans la mesure de l'indice, est 
donnée par la seconde formule de M. Cornu 





A —+ À 
Pour = 50°, elle donne 


9 — = 0,000 01 = »"== 0.03. 


2 
Il en résulte sur l’indice l’erreur, à peu pres négligeable, 


0,000 01. 
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Soit FROR’ la marche de l’axe du pinceau réfléchi à gauche. FR coupe 
le plan focal principal en 7. Dès lors, RQ est parallele à O5 au lieu de 
l'être à Of. La lecture du rayon réfléchi et, par suite, la valeur de A 
doit donc subir la correction 

dA =— fO0 3. 
Je calcule cet angle; j'at successivement, en désignant par w l'angle 


OFR et confondant OR avec QQ qui n’en diffère que d’une quantité de 
l'ordre de 6/, 


II nn A OR pp ‚A 
OR = QQ = 1Q sinQIQ — p) COS a? aa) == OF = Ta 3° 
LT EL 


ogo "cas — 
S9 are 


J Ey TP 
Portant cette valeur dans l’expression de SA, j’obtiens enfin 


ee cos A 


72. Sur la mesure de la déviation du rayon réfracté. — Soit FRQPR’ 
(fig.12) la marche de l’axe du pinceau qui traverse le prisme. FR 


(3) 0A =-- 








coupe le plan focal principal du collimateur en >. Dès lors, QR est pa- 
rallele à Oo au lieu de l'être à OF 
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La lecture du rayon réfracté, et par suite la déviation A, doit donc 
subir la correction 


sA=— fUo. 


Comme précédemment, cet angle se calcule au moyen de l'angle QIQ’ 





. A+A ne 
qui a pour valeur > ona, en definitive, 


2 





4 


Je vais maintenant examiner quelques conséquences des quatre for- 
mules que je viens d'établir. 


73. Pour simplifier les explications, je supposerai que le collima- 
teur et la lunette ont même distance facale principale; mais cette hy- 
pothese n’est pas nécessaire aux conclusions. J'imagine qu'on ait pu 
régler exactement les deux instruments sur l'infini. Je passe à la me- 


sure de l'angle A; je suis conduit 4 changer la mise au point de la lu- 
nette. Si les faces du prisme sont convexes, il faut allonger le tirage. 
Au lieu d'opérer cet allongement tout entier sur la lunette, je le re- 
partis également sur la lunette et sur le collimateur. Soit ¢f=¢,/ la 
valeur commune des deux allongements; je dois ajouter a la lecture du 
rayon réfléchi, à gauche, les corrections données par mes formules (1) 
et (3), savoir 





. p of A 
(1) oA —+ COS — ) 
S’ 
EN ) f 
(3) OA ~ POF as, 
JS’ 2 


dont la somme est nulle. 


Ainsi l'erreur qu'entraine la courbure des faces sur la mesure de A 
peut étre eliminee. 


Au contraire, les formules (2) et (4) donnant des corrections de 
meine signe, ce procédé ne permet pas d'éliminer la même cause d'erreur 
dans la mesure de A. Cette erreur est constante quel que soit le svs- 
teme adopté pour les tirages conjugués du collimateur et de la lu- 
nette. 
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74. Je viens de supposer que la fente du collimateur a été primiti- 
vement placée au foyer principal de l’objectif. Mais c’est là le point le 
plus difficile du réglage. Cette difficulté était encore augmentée pour 
moi par l’absence d’oculaire nadiral. Ce qu’on peut faire avec une 
grande précision, c'est de régler un des instruments sur l’autre. Si 
donc le collimateur possède le depointement d/, la lunette est par là 
affectée d’un dépointement 6, f = — 6/, de sorte que la somme des 
corrections données par les formules (1) et (3) sera 


apof A 
fp cos = : 


Au contraire, la somme des corrections données par les formules (2) 
et (4) 


-+- 











(2) oA =- sin 24, 
(4) 3A Pot sin SES 


est ici nulle. 
Ainsi l'influence d’une erreur sur le réglage du collimateur est doublee 


N . 
dans la mesure de A et compensée dans la mesure de A par le depointement 
conjugue de la lunette. 


75. L’erreur de mise au point du collimateur est la plus grave parce 
qu'elle est inconnue, tandis que les depointements causés par la cour- 
bure des faces étant connus, on en peut tenir compte par le calcul. J'ai 
pu l’éliminer grace aux qualités de mon prisme. Les trois faces sont 
sensiblement parallèles à une méme droite et leurs courbures peu dif- 
férentes. J'ai pu alors conserver le même tirage pour les pointés sur les 
trois faces. L'erreur commise sur les trois angles est ainsi la même, et 
l'excès de la somme des trois sur 180° fait connaître le triple de l’er- 
reur commise sur chacun d'eux. Ce procédé, employé par M. Macé de 
Lépinay, permet d'éliminer en même temps l’influence du dépointe- 
ment de la lunette quand on n’établit pas la compensation précédente 
(n°73). Cependant les calculs de correction n’étant qu’approches, et les 
circonstances n’etant pas rigoureusement les mêmes dans les mesures 
des trois angles, il est préférable d'éviter les grands écarts et d’effec- 
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tuer cette compensation, au moins en partie. Comme vérification, j'ai 
opéré avec divers systèmes de tirages conjugués. 

76. D’après ce qui précède (n° 74), l'erreur de réglage du collimateur 
n'a pas d'influence sur la mesure de A; au contraire, l'effet du dépoin- 
tement dü à la courbure des faces du prisme ne peut pas être com- 
pensé comme dans la mesure de l'angle réfringent. Pour la partie 
moyenne du spectre visible, il suffit d'appliquer la formule de correc- 
tion (2). L’achromatisme des objectifs rend f sensiblement constant, 
de façon que Sf est donné par le depointement que subit la lunette 
quand on vise l’image de la fente du collimateur directement, puis à 
travers le prisme. Mais, pour les radiations extrémes, la valeur de /. 
variable avec chaque radiation est mal connue; renonçant alors à me- 
surer @f et, par suite, à calculer la correction, j’ai songé à faire dispa- 
raitre l'erreur. Or, d'après ce qui précède (n° 67), elle provient de ce 
que l’axe du rayon lumineux SPQR / (fig. 10) ne pénètre pas dans l’ob- 
jectif de la lunette par son centre optique, mais s’en écarte de OR. Si 
donc on fait glisser le prisme sur la plate-forme parallèlement à la bis- 


sectrice de l’angle A d'une quantité convenable, l'axe PQ du pinceau 
qui traverse le prisme passera par les centres optiques des objectifs, et 
les changements de tirage de la lunette et du collimateur seront sans 
effet sur la lecture du rayon réfracté. Je vais montrer que cette pro- 
priélé est conservée quand on passe de la déviation à gauche, à la dé- 
viation à droite, sans ncuveau déplacement du prisme sur la plate- 
forme. 


77. Le principe est celui-ci : 

Je considère une figure quelconque A,B,C,D, (fig. 13), et une 
droite ID, coupant l'axe en I. Si l’on amène la figure dans la position 
A,B,C, D, en la faisant tourner autour de l'axe I de l'angle 


D,1D,=2D,10; 


si ensuite on retourne la figure autour de ID,, de façon à lui faire oc- 

cuper la position A,B,C,, cette dernière position est symétrique de la 

première par rapport à 10. Ce principe, assez intuitif, est démontré par 
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les égalités suivantes entre les arcs comptés sur la circonférence que 


décrit le point A,: 
D,A, — D, A, = D, A, 


OD,=. oe ee OD, ; 
d’où l’on déduit, par addition, 
OA, = OA.. 


De cette égalité résulte que À, et À, sont symétriques par rapport à 
10, et il en est de même pour les autres points. 





Si la figure donnée est symétrique par rapport à ID,, le dernier re- 
tournement ne fait qu’échanger entre eux les points symétriques; donc 
la deuxième figure A, B,C, est, dans ce cas, symétrique de la premiere 
par rapport à 10; seulement les points symétriques des deux figures ne 
sont pas homologues. 


78. Voici l'application de ce principe à la mesure des indices. 
Soient 


I le centre de la plate-forme (fig. 14); 

Of, O,f, les axes optiques du collimateur et de la lunette; 

A,B,C, le prisme centré dans la position du minimum de déviation ; 
E, le centre de la face A,C,; 


E,G la parallele à O,/, coupant la bissectrice de A, au point G. 


Je transporte le prisme parallelement a lui-meme de A,B,C, en 
A,B,C,, de la quantité A,A, = GI, de façon que le centre E, de la face 
vienne se placer en E, sur l’axe optique O, fı. 
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En même temps, l’axe optique du collimateur percera la face A,B, 
en son centre. 

Pour la déviation à droite, j’amene le prisme dans la position A, B,C,, . 
en faisant tourner la plate-forme de l’angle 


D,ID,= 2D,10 =0,10 — 180°— A. 


D’apres le théoreme precedent, la nouvelle position du prisme est 
symétrique de la premiere par rapport à 10. La condition théorique est 


Fig. 14. 
f 





TG 


donc encore réalisée, à savoir que les axes optiques Of et O, f, du col- 
limateur et de la nouvelle position de la lunette percent les faces du 
prisme en leurs centres. 


79. La longueur GI, dont il faut faire glisser le prisme et que je dé- 
signe par e, se calcule à l’aide du triangle E,1G dans lequel on a 


. À 
sinE, 
. À , 
sin“ 


Gl=IE 
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avec 
, aN A 
(l=e, (= go°— —» 
2 
N = À A+4J 
IE = p, E, = 180°— [—G = ———;; 
on en déduit 
. A + A . à 
p sin > sin — 
e —_ À —p.n ° 
cos — cos — 
Pour 
prot, n=1,66, — = 26°, - = 30°, 
on trouve 
e = 0°,92. 


Pour mesurer cette valeur du transport du prisme sur la plate-forme, 
j'ai fixé à celle-ci un disque gradué en millimètres suivant trois direc- 
tions a 60°, comme le montre la fig. 15. 


Fig. 19. 





Dans cette figure, ABC représente le prisme supposé centré ou plu- 
tôt le support concentrique du prisme. De 5™™ en 5°" les traits sont 
prolongés suivant toute la longueur de ce support, pour servir de di- 
rectrices. On évalue à l'œil le dixième de millimètre. Ce dispositif m'a 
donné d'excellents résultats. 


80. Dans l'observation du rayon extraordinaire à travers les angles B 
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et C, j'ai dit (n° 63) que je fixe la position du prisme par la distance 
de l’image réfléchie et de l’image réfractée de la fente du collimateur: 
les positions de ces images sont affectées des erreurs étudiées (n‘* 66 
et 67). Ges erreurs étant de signes contraires se detruiraient en partie; 
mais on les annule, la première en faisant porter le dépointement 
moitié sur la lunette, moitié sur le collimateur, la seconde en dépla- 
rant le prisme comme je viens de l'indiquer. 


81. Voici quelques observations destinées à vérifier les formules 
précédentes et à montrer l'importance des erreurs qu’elles représen- 
tent. 


Tirages de la lunette pointée sur Vimage de la fente du collimateur, 9 = 22°. 
Directement........................ 26,86 
Par réflexion sur la face a..........,. 18,82 
Depointement : ôf....... . — 8,04 


On en conclut que la face a est concave. Le rayon de courbure se 
ealcule par la formule de M. Cornu (‘ ) 





af? f= 44°, 
p= x 9 avec t= 60°, 
Of cost . , 
of = — Smm, O1. 
On obtient 
p = — 96", 50. 


La face est relativement très bonne, sa courbure faible; les autres faces 
sont aussi concaves ct ont des courbures peu différentes de la pre- 
miere. Il m’a fallu, pour arriver à ce résultat, rendre plusieurs fois le 
prisme au constructeur en lui indiquant les modifications à apporter à 
chaque face. 

J'ai fait ensuite varier le tirage de la lunette. Pointant, pour chaque 
lirage, l’image réfléchie à droite sur la face a et lisant un seul micro- 
scope, j'ai obtenu les résultats suivants : 


— eine nee nn mn ue mme 


(1) Spectre normal du Soleil, 11° Partie, p. 63. 
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Microscope ___ $C —_— Différence 

Tirages. of. droit. obs. calc. 0. — €. 
min . ’ ID ” a .. 
26........ » 300.32.51 » » » 
YS — 2 32.30 +21 +17 + 4 
URSS — 4 32.18 33 35 — 2 
20........ —6 31.54 57 52 + 5 
18....... — 8 31.48 63 zo —7 
16........ —-10 31.24 8; 87 oO 
1f........ —12 300 31.15 96 96 o 


Dans ce Tableau, toutes les différences sont rapportées à la première 
observation ; la colonne àf donne les dépointements; 6C obs. représente 
ce qu’il faut ajouter à chaque observation pour reproduire la première : 
éC calc. est la correction calculée par la formule 


Ö A 
— __ pp _ 1 
== cos 7 ('), 
où l’on fait 


- C 
Pp=z0,9,  f—=4Y, „= 30°. 


La verification est, on le voit, tres bonne et indique que l’axe du 
tirage de la lunette coincide très exactement avec son axe optique. Le 
Tableau montre que, pour le tirage qui correspond à la mise au point 


exact (environ 18™™), l'erreur commise sur C par le fait du dépointe- 
ment est environ 1’. Pour r = 1,66, cette erreur entraine sur n l’er- 
reur énorme 0,00025. Avec une courbure double de la face, ce qui 
n'est pas exagéré dans le cas du spath, il en résulterait une erreur égale 
à 0,0005. Si l’on observe avec deux prismes de courbures inverses, 
l'écart des deux observations sera doublé. Les erreurs sur la mesure 
de A sont de même ordre. On voit combien la précision des pointes et 
des lectures du cercle peut devenir illusoire. On ne doit donc pas 
s'étonner des grands écarts que présentent les déterminations des dif- 
férents physiciens pour le corps qui nous occupe, et il convient de 
les attribuer bien plutôt aux causes signalées qu'à la variété des 





— De .. | me et 


(!) Le changement de signe de cette correction vient de ce que l’image est réfléchie a 
droite et non à gauche comme dans la formule (1) (n° 66). 
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échantillons employés pour la matière transparente du prisme. C'est 
là d’ailleurs un point qui a été très bien mis en lumière par M. Cornu 
dans son Mémoire souvent cité sur le spectre normal du Soleil. 


CORRECTIONS DE TEMPÉRATURE. 


82. D'après M. Fizeau (' ),0 étant la température exprimée en degrés, 
n, etn., les deux indices principaux du spath, on a, pour la raie D, 


dn, ne 
—— = 0,000000965, 
ag 

dn, 

= 0,0000108. 


Dans mes expériences, l’ecart de temperature n’a jamais dépassé 
10°; j'ai donc pu négliger la variation de n,. Celle de n, est notable; 
je ramencrai toutes les observations à la température de 22°, qui est 
celle du plus grand nombre de mes expériences. 

L'influence de la température est surtout très grande sur la varia- 
tion des angles réfringents. M. Fizeau (?) donne en effet pour coefti- 
cients de dilatation du spath, 


Dans la direction de l'axe optique.................... & == + 0,0000267y6 
Dans la direction perpendiculaire à l'axe optique ...... a’ = — 0,000009327 


On en deduit facılement 


dà ae al 
— — — 0,048 2... _? + 0,024 
dÿ —_ +" 7 —_ dd _‘ ? °* 


Ces valeurs coincident avec celles que j'ai obtenues par l'observation . 
directe des angles, comme on verra plus loin (n° 83). 


nA BR . 
Pour 69 =+ 10°, on aurait 6- — — 0’,48. Sur l’indice 1,66, cette 
. . 3 A a . . N 
variation 6- entraine la correction considerable 


dn = + 0,000245. 





(!) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LXVI, p. 460. 
(?) Ibid., p. 467, 468 et 471. 
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$ III. — Résultats des mesures dans le spectre visible. 


83. Angles du prisme. — Voici le Tableau des valeurs brutes ob- 
tenues pour la mesure de chaque angle, avec l'indication de la tempé- 
rature 9 et du tirage 7 de la lunette : 


N, 2 À. aB. aC. Dates. =. 
. , . ’ o ’ min 
rr 20.) 120.15,6% 119.32,78 120.19, 4 août 1888 23 
2........ 27 14,60 33,57 16,7) 1j » vt 
Boece eee 27 14,55 33,23 16,65 » » » 
4........ 27 14,67 33 ,4> 16,85 u » 
Docs... 22. 15,73 33 ,32 15,95 16 » " 
6........ 22 15,80 33,13 16,02 » ” » 
4... 20 16,05 32,87 15,85 2.1 n D 
ot. re 22 13,60 30,98 13,82 23 » 29 
"9... 12 16,05 30 ,22 13,32 = déc. 1888 » 
*10........ 19. 120.15,48 119.30,32 120.12,79 » n » 


* Les observations 8, 9, 10 marquées d'un astérisque sont les seules 
où le dépointement ait été réparti sur la lunette et le collimateur. 

L'observation 8, faite à 22°, comparée à la moyenne des observa- 
tions 9 et 10, faites à 12°, donne pour les coefficients de dilatation des 
angles les valeurs précédemment déduites des données de M. Fizeau 
(n° 82). Ces observations, corrigées des erreurs de dépointement de 
la lunette (n° 75) et ramenées à 22° (n° 82), deviennent 


N°. 2 A. 2B. 2C. 
1............... 120.14,01 119.31 ,60 120. 14,37 
Disco. 13,92 31,4? 14,63 
I 14,03 31,27 14,69 
| Er 13,98 31,29 14,72 
Bons... 14,06 31,65 14,28 
6............... 14,1) 31,48 14,37 
Teves ccc c neces 14,08 31,47 14,4) 
Bosco... 14,13 31,51 14,35 
N 16,19 30 ,36 13,46 

10............... 19,96 30,80 13,23 

Moyennes..... 120.14,125 119.31 ,528 120.14,342 
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J'ai exclu des moyennes les quatre premières déterminations : ce 
sont les premières que j'aie faites, elles sont un peu defectueuses; la 
température, particulièrement, n'a pas été observée à chaque pointé, 
mais seulement au commencement et à la fin de la séance, ce qui est 
très insuffisant. On remarquera la concordance des moyennes avec les 
nombres de la série 8, à laquelle j’ai porté un soin tout particulier. A 
titre de vérification, j'ai mesuré en même temps, dans cette serie, 
les déviations du rayon ordinaire à travers les trois angles, pour la 
flamme du sodium. J'ai obtenu, avec les valeurs trouvées pour les 
angles, 


A travers A.......... esse esse. 1,638398 
N B...................... 398 

» Cocos. ns 390 
Movenne..... 1 ,658395 


La concordance de ces trois nombres est un contröle précieux de la 
mesure des angles réfringents. Le même accord se soutient d’une 
facon tres suffisante dans toutes les mesures des indices ordinaires, 
comme on va voir. D’apres cela, nous avons adopte, pour les moitiés 
des angles réfringents, les formules définitives qui ont servi au calcul 
des indices 


= 30° 3',54 — 0',048(9 — 22), 
== 29°92’, 88 + 0',024(6 — 22), 


= 30° 3',58 + 0’,024(6 — 22). 


DIT 0 wl> 


MESURES D'INDICES. 


84. Toutes les mesures sont réunies dans les cinq Tableaux suivants, 
donnant le numéro de l'observation, la date, le tirage 7 de la lunette, 
la température 0, l'indication de l'angle réfringent 4, le double de la 
déviation 2A, la raie spectrale observée, enfin la valeur conclue pour 
l'indice n. 
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L. 
Numéro. Date. +. 6. ob. 2A. Raie. n. 
mm Py . , 
l..... 6 août 1888 26,85 20,9 À 104.26,60 Do 1, 65840 
> » 34 21,0 À 28,33 D, 1,65838 
Be... " 26,85 20,4 A 72.15,15 D. 1,48646 
4..... » 31,3 20,2 A 16,18 De 1,48645 
De... sn 26,85 20 ,2 B 103.18,58 Do 1 ,65833 
6..... » 39 20,0 B 22,23 Do 1,65835 
7..... » 26,85 21,2 B 93. 44,88 D. 1 ,60969 
8..... » 38 21,3 B 48,30 D. 1,60973 
9..... 9 » 26,85 22,6 C 104.26,16 Do 1,6583- 
10..... » 35 22,6 C 29,08 Do 1,65842 
41..... ” 26,85 23,7 C 94.46, 40 De 1,61002 
12..... » 35 23,7 € 49,32 De 1 ,60999 
Il. 
l..... 21 août 1888 37 20,1 A 104.29,35 D, 1,6583; 
2..... » 37 20,1 B 103.21,97 Do 39 
De... » 35 20,1 C 104.29,15 Do 41 
4. .... 2% ow 37 22,0 A 104.29,10 Do 398 
Dewees » 37 22,0 B 103.22,35 D, 398 
O..... » 37 22,0 C 104.29, 28 D, 390 
To... u 37 22,2 A 104.26, 12 Do jo 
B..2... " 27 22,2 A 104.26, 10 Do 1, 65840 
111. 
l..... 13 nov. 1888 30 ,24 15,5 A 10.28,13 Do 1, 65851 
2,.... » 33,21 16,5 B 103.18,97 D, 42 
D... 2 31,23 17,7 C 104.25,72 Do 39 
2 n 30,24 15,1 A 104.28,37 Do 40 
Douce i" 33,21 16,5 103.18 ,62 D, 39 
G..... » 31,23 17,2 C 104.25,50 Do 38 
Terre. n 30,23 16,2 A 72.129,97 D. 1,486j70 
S..... ” 33,21 17,2 B 93.453,05 D. 1,609758 
y..... n 31,23 17,0 Ü 95.343,90 D. 1,610056 
W..... " 30,24 17,5 A 72.15 ,85 De 1 ,486$77 
11..... » 33,21 17,0, B 93.44, 82 De 1 ,609763 
12..... » 31,23 17,9 Ü 94.415,58 D. 1,610030 
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IV. 
Numéro. Date. 7. 6. eb 2A. Raie n. 
mm ° e e 
1..... 8 août 1888 39 21,9 B 102.16,48 Bo 1, 65292 
2..... » 39 21,9 B 92.56,75 Be 1,605214 
5 en » 39 20,9 B 105.18,58 F, 1,66787 
4..... » 39 20,9 B 95.19, 40 F. 1,617640 
De... » 39 21,5 B 106.56, 80 G, 1,67579 
6..... » 39 21,4 B 96.35,70 Ge 1,624206 
7..... II» 35 26,1 C 103.22,40 Bo 1, 65296 
8 » 35 25,5 C 93.56,75 B. 1,605547 
9..... » 35 26,1 C 106.26, 92 Fo 1,667583 
10..... » 35 25,5 C 96.22,15 Fe 1,618000 
11..... N 35 26,1 C 108. 7,78 Go 1 ,67583 
12..... » 35 25,5 € 97-40,05 G, 1 624595 
13..... 13 » 34 25,1 A 103.19,83 Bo 1, 65292 
14..... » 31 25,3 À 71.90,96 B. 1,484100 
135..... » 34 25,0 A 106.25,45 Fo 1,66788 
16..... » 31 25,5 A 73. 1,63 F. 1,490947 
47... N 34 25,0 <A 108. 5,38 G, 1,6758» 
18..... v 31 25,5 À =3.39,30 G. 1,494576 
V. 
1..... 24 août 1888 32 20,5 A 102.43,97 Ao 1,650054 
2..... N 32 21,4 B 101.38,55 Ao 1 650061 
3..... » 32, 21,7 C 102.43 ,82 Ao 1 650057 
4..... » 32 20,5 A 71.36,72 Ae 1, 48273- 
5 » 32 21,5 B 92.26,85 Ae t 602887 
6..... ». 32 22,1 C 93.26,40 Ae 1,603153 
7..... » 34 2254 A 109.38, 28 II, 1 683205 
8..... » 34 22,7 B 108.26, 68 Ho 1,683228 
9..... » 33 2157 Ü 109.38, 68 Ho I 6832.09 
10..... » 32 22,9 À 74.13,12 He 1,497880 
11..... 25» 35 22,0 B 97.44,65 H, 1,630369 
12..... 24 33 22,0 C 98. 49,99 H. 1,630700 


Les séries I, Il, IH ont été faites avec la lumiere du sodium; les 
séries IV et V, avec le Soleil. Dans les series III et V et dans les cing 
dernières mesures de la série II, on a fait usage du disque gradue. Ces 
mesures n’ont donc pas à subir la correction de dépointement (n° 76). 
La série I, faite dans le but de vérifier la formule de cette correction, 


S.100 E. CARVALLO. 


offre pour chaque observation deux pointés. Tandis que le second est 
fait en mettant l’image bien au point, on a pour le premier laissé le 
réticule au foyer principal de la lunette; la première de ces deux me- 
sures n'a donc pas non plus à subir la correction de dépointement. 
Pour toutes les autres mesures, il a fallu porter à la demi-déviation la 
correction 





„A of . 
0o—- = — P F sin Ara 
a 2f? 
avec 
. p= 0,9), JS = 1%, of = ’— 2°,685. 





$ IV. — Observations dans le spectre calorifique. 


85. L’etude du spectre infra-rouge dans le spath a été faite au labo- 
ratoire d'enseignement de M. Bouty, qui m’a offert la plus bienveil- 
lante hospitalité. Je dois aussi mes remerciements à M. Mouton, qui 
m'a autorisé à employer les appareils dont il s’est lui-même servi dans 
ses recherches sur la dispersion du flint et du quartz. Je renverrai à ses 
travaux (') pour l'étude détaillée de sa methode. Le principe consiste 
à prendre comme points de repère les franges du spectre cannelé de 
MM. Fizeau et Foucault, obtenu par l’interposition d’une lame de quartz 
entre deux polariseurs. Les lames que j’ai employées sont celles dont 
s’est servi M. Mouton. En voici la désignation : 


Numéro. e. Ondes. 
| re 125 2 
> Pa 181 3 
Siccccccccevcccsece 247 4 
1 303,6 5 
+ PE 616 10 


Les trois colonnes de ce Tableau donnent respectivement un numéro 
d'ordre, l'épaisseur e en microns; enfin la colonne Ondes indique en 


OO me ee 


(!) Annales de Chimie et de Physique, 5° serie, t. XVII, et Comptes rendus, 
t. LXXXVII ; 1879. 
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n —n' + 
nombres ronds les valeurs de —.— e pour la lumière blanche 





! 
n—n 
= == 0,016. 
À 





Ces lames ont été employées, tantôt isolément, tantôt superposées de 
façon à obtenir de plus grandes épaisseurs. 

J'ajouterai seulement à ces renseignements les modifications aux- 
quelles j’ai été conduit, une description sommaire du dispositif expé- 
rimental, enfin les résultats. 


86. Une modification essentielle résulte de la nécessité où j'étais de 
remplacer les deux prismes à 30° de M. Mouton par un prisme unique 
à 60°. Cette nécessité est double : tout d’abord, pour avoir de l’inten- 
site, il faut de gros prismes; je devais donc, à cause du prix élevé du 
spath, utiliser les prismes existants à 60°. De plus, je me proposais de 
prolonger l’étude du rayon extraordinaire à 30° de l’axe. Avec deux 
prismes, l'orientation cristallographique du rayon lumineux eüt été 
mal définie, ne pouvant être rigoureusement la même dans les deux 
prismes. On sait que l'avantage de ceux-ci est de maintenir toujours le 
rayon lumineux dans la position symétrique qui correspond au mi- 
nimum de déviation d'un rayon d'indice constant. J’obtiens ce résultat 
par la même méthode qui m’a servi dans le spectre visible, en utili- 
sant l’image réfléchie sur la face du prisme qui est opposée à l'angle 
réfringent. 

L'appareil de polarisation destiné à produire le spectre cannelé a 
reçu lui aussi une importante simplification : il se compose, comme 
on sait, d’une lame de quartz comprise entre un polariseur et un ana- 
lyseur. J'ai remarqué que le prisme, étant biréfringent, peut lui-même 
remplacer l’analyseur. J'ai donc supprimé cette pièce encombrante qui 
a l'inconvénient de faire perdre une partie de l'intensité calorifique. 


87. La disposition expérimentale est suffisamment expliquée par la 
fig. 16 et la légende suivante, dont l'ordre suit la marche des rayons 
lumineux. 


S. 102 E. CARVALLO. 


1. Appareil d'éclairage de la fente. 
L, lanterne. 
B, lampe Bourbouze. 
/. lentille collectrice donnant une image de B en F. 


2. Appareil de polarisation. 


R, rhomboedre de spath servant de polariseur. 
Q, lame de quartz parallèle à l'axe. 


L'analvsour est le prisme P lui-même. 


3. Goniometre. 


Construit par M. Lutz pour M. Mouton, qui d'ailleurs n'a pas eu l'occasion de s'en servir, 
il contient les pièces suivantes : 


F, fente 
QO, objectif 
P, prisme placé sur la plate-forme centrale. 

0: objectil | formant lunette. 

F', fente | 

r, r', règles portant le collimateur et la lunette. 
C, cercle gradué mesurant les rotations de r’. 


formant collimateur. 


Les graduations du cercle représentent les to’; deux verniers sont entrainés par la 


Fig. 16. 





rotation de r’; ils sont au vingtième, de sorte que leur lecture donne la demi-minute. La 
vraduation étant très bonne, j'ai eu avantage à lire un seul vernier. Les objectifs, achro- 
malisés pour la lumière blanche, sont en crown et flint. Leur distance focale est 0”. 29. 


4. Appareil thermo-électrique. 


p. pile fixée derrière la fente F’. 

b, boite surmontant la pile et munie d'une glace sans tain sur la face antéricure. 
G, galvanomètre fermant le circuit de la pile. 

m, miroir concave fixé au fil de suspension de l'aiguille. 
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5. Lecture des déviations du galvanometre. 


I, bec de gaz. 

M, miroir fixe. 

f, fenétre munie d’un fil vertical. 

m, miroir concave tournant avec l'aiguille du galvanometre. 
E, échelle transparente divisée en millimétres. 


La lumière de 1 se réfléchit sur M, éclaire la fente f en la traversant, se réfléchit sur le 
miroir m qui donne une image de f sur l'échelle E. Cette image, observée par transpa- 
rence, mesure par son déplacement la rotation du miroir m et, par suite. la déviation de 
l'aiguille du galvanomètre. 


PRISMES. 


88. Les observations effectuées sont de deux sortes. Les premières 
ont pour but de déterminer de bonnes formules de dispersion pour les 
indices principaux du spath d'Islande. Elles ont été faites avec un 
prisme de M. Lutz, qui appartient au laboratoire. Très limpide, il offre 
une belle dimension et une taille très parfaite. Ses arêtes sont paral- 
lèles à l'axe, ce qui assure la constance des angles réfringents. Ceux-ci, 
mesurés à l’École Polytechnique, au grand goniomètre de Brunner, ont 
donné 


A 
„== 30° 0',05, 
B - . 
„= 29°99’, 8), 
C 
3 — 30° 0,10. 


J'ai utilisé seulement l’angle A. 

La deuxième partie des observations avait pour but de prolonger les 
études faites à l’École Polytechnique, avec le prisme de M. Pellin, sur 
le rayon extraordinaire à 30° de l’axe et sur la constance du rayon ordi- 
naire. Ce prisme, de dimensions plus petites et dont les angles varient 
avec la température, rend les observations plus difficiles. J'ai observé 
seulement à travers l’angle B, à cause de la facilité que présente cet 
angle pour mettre le prisme dans la position symétrique par rapport à 
la marche des rayons lumineux en faisant coincider l’image réfractée 
de la fente F avec son image réfléchie par la face opposée à l'angle 
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réfringent. On a en effet obtenu, pour l'observation dans cet angle, 
la formule (n° 63 et 83) 


réflex. — réfract. = C — À = 0,08 (à 22°). 


Cette valeur, négligeable dans le cas actuel des observations à la pile 
thermo-électrique, doit être encore diminuée, parce que ces observa- 
tions ont été faites à une température inférieure à 22°, environ 15°. 


RÉSULTATS DES MESURES D’INDICES DANS LE SPECTRE CALORIFIQUE. 


89. Ces résultats sont résumés dans les Tableaux suivants, dont les 
diverses colonnes offrent un numéro d'ordre, la date, les renseigne- 
ments relatifs aux lames de quartz employées, la longueur d'onde A et 
l'indice obtenu n. 

Avec le prisme de M. Lutz : 


À 
— = 30°0',0. 
2 
VI. — Rayon extraordinaire. 
Lames. 
1 — 
Ne. Dates. Ne, Ondes. e. A. n.. 
N fi 
I 3 et 4 aoüt 1888 4 5 303,6 1,08 1,48019 
2,...... § et 6 déc. 1888 4 5 303,6 1,08 1,47988 
3...... 30 juillet 1888 3 4 247 1,45 1,47789 
#4...... ı et 2 août 1888 4 5 303,6 77 1,47661 
ot g juillet 1888 1 2 125 2,15 1,47456 
6....., 2 février 1889 I 2 125 2,15 147534 
VIT. — Rayon ordinaire. 
Lames. 
A ee — 
N“ Dates. N°. Ondes. e. à. N. 
. H m 
1...... 20 juillet 1888 4 5 303,6 1,08 1,6425 
2...... 15 février 1889 5 10 616 1,22 1,6403 
3...... 25 juillet 1888 3 4 247 1,4) 1,636: 
| 15 février 1889 > 10 616 1,54 1,6350 
“5... 23 juillet 1888 4 5 303,6 77 1,6308 
G...... 1 mars 1889 ret 13 797 1,98 1,6279 
Tr... 30 juin 1888 5 10 616 2,13 1,6239 
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Avec le prisme de M. Pellin : 


Fi 29°32',73 37 —:1ı3° (valeur moyenne). 
VIII. — Ravon à 30° de l’are optique du cristal. 
Lames. 
nn. en 

Ne, Dates. N°. Ondes. e. à. ny. 

; - Ae B Lae . 
l.... 12 avril 1889 ) 10 616 1,54 1,6350 (rayon ordinaire) 
2... 93» 5 10 616 1,54 1,5907 (ravon extraordinaire) 
3.... Goo» 5et2 13 797 1,98 1,5853 (rayon extraordinaire) 


Les observations 1 et 5 du Tableau VI, 5 et 7 du Tableau VII, mar- 
quées d’un astérisque, sont défectueuses pour la raison que voici : 
l’ecran qui doit intercepter la marche de la lumière et qui doit être 
levé à l'instant où l'on veut mesurer l'intensité du rayon réfracté avait 
été placé contre la glace même de la boîte 6 (fig. 16). Dans ces con- 
ditions, quand on lève l'écran, la chaleur rayonnée vers la pile et qui 
détermine le mouvement de l'aiguille du galvanometre provient non 
seulement du rayon réfracté, mais aussi de toute la salle, en particu- 
lier de l'observateur et de la lanterne. M’etant aperçu de cette cause 
d'erreur qui influe beaucoup plus sur les régions extrêmes du spectre, 
je l’ai évitée en plaçant l’écran devant la fente F du collimateur. Pour 
la raison que je viens de dire, les observations 1 et 5 du Tableau VI 
sont remplacées par les valeurs 2 et 6. Si je n’ai pas repris les obser- 
vations 5 et 7 du Tableau VII, c’est parce que les bandes pointées 
étaient trop larges pour donner une bonne détermination; j'ai préféré 
leur substituer les observations 2, 4, 6 qui portent sur des bandes plus 
resserrées. J’abandonnerai donc pour les calculs les résultats 5 et 7, 
ne les retenant que pour les tracés graphiques. 


90. Je dois ajouter que ces déterminations par la pile sont très lon- 
gues; elles sont, de plus, très énervantes dans les conditions où j'étais 
placé par la nécessité. La lampe Bourbouze se trouvant, en effet, dans 
la même salle que le goniomètre gêne l'observateur par son bruit étour- 
dissant et trouble les indications de la pile par la chaleur qu’elle dé- 

» Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome VII. S.14 
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gage. Il faut attendre un certain état d'équilibre pour que la lecture de 
la déviation ne soit pas entachée de l'erreur qui provient d’une marche 
régulière de l’aiguille. Au bout d’un certain temps les indications de- 
viennent de nouveau défectueuses, l'aiguille prenant, en général, une 
marche inverse de celle de la première période. D'ailleurs, la fatigue 
de l'observateur devient une nouvelle cause d'erreur. Enfin, dans le 
temps intermédiaire le plus propice à l'observation, il est bon d’ap- 
porter une certaine vitesse moyenne aux observations pour que l’état 
d'équilibre atteint ne soit pas changé par des irradiations inégales sur 
la pile. On ne s’étonnera pas que, très ignorant au début de toutes ces 
difficultés, j'aie modifié plusieurs fois ma manière d’operer dans le 
cours de ces longues observations. Il serait fastidieux d'entrer dans ces 
détails; cela serait aussi peu utile, le mieux étant d’eviter la princi- 
pale difficulté en plaçant, comme M. Mouton, la lampe dans une autre 


salle. 


S V. — Nouvelles réductions; indices conclus. 


CORRECTIONS DE TEMPÉRATURE. 


91. Ces corrections, inutiles pour le rayon ordinaire, sont impor- 
tantes pour le rayon extraordinaire. Je ramenerai tous les indices à la 
température 0 = 22°, en faisant usage du coefficient de M. Fizeau 

dn, 


(1) D — 0,0000108 





relatif à indice minimum. Ce coefficient n’est, il est vrai, determine 
que pour la raie D; mais il est peu variable dans l'étendue du spectre 
visible; de plus, les écarts de température sont très faibles; il n’y aura 
donc pas d’erreur sensible à employer le même coefficient pour toutes 


les radiations. 
Pour l'indice du rayon extraordinaire à 30° de l’axe, ona 


I 1, 
— = — cos?30°+ — sin?30°; 
ne RG ni 


d'où, en differentiant par rapport à z, et divisant par &), 


dn _n? . „„ „An 
do = non 30 ws" 
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dn, 


n>. . , . 
Je remplace -; sin?50° par sa valeur 0,32 relative à la raie D et = 
€ 


par la valeur (1); j'obtiens 


dn „ 
57 0,0000035. 


J’applique ces coefficients aux valeurs de x dans le spectre visible, 
. . & 9 N 
le premier pour les observations à travers l'angle A, le second pour les 


. a oN 7 e e 
observations à travers les angles B et C. J’obtiens le Tableau suivant 
qui s’explique de lui-méme : 


IX. — A travers l'angle A. 

n conclu 
Raie. dh. dn. n observé. pour § == 22°, 

A........ + 1,5 +0 ,000016 1,482737 1,482753 
B........ — 3,3 — 36 1,484100 1, 484064 
D........ + 5,8 + 63 1, 486470 1, 486533 
D........ + 4,5 + 49 1,486477 ı , 486526 
| - 3,5 -- 38 1.490947 1 , 490909 
G'....... — 3,5 -- 38 1,494576 1,494938 
H........ — 0,5 —0,000005 1,497880 1,497875 

X. — A travers l'angle B. 
A........ + 0,5 +0 , 000002 1,602887 1 ,602889 
B........ + 0,1 o 1,605214 1,605214 
D........ + 4,8 + (7 1 ,609778 1 ,609795 
D........ + 5,0 + 17 1 ,609763 1,609780 
F........ + 1,1 + 4 1,617640 1,617644 
G'....... + 0,6 + N 1,624206 1 ,624208 
H........ 0,0 0 ,000000 1,630369 1,630369 

XI. — A travers l'angle C. 
|. — 0,1 0 ,000000 1,603153 1,603153 
B........ — 3,5 12 1,605547 1 ,605535 
D........ + 5,0 “+ 17 1,610056 1,610073 
D........ + 4,5 + 16 1,610030 1 610046 
F........ — 3,5 — 12 1,618000 1,617988 
G'....... — 3,5 -- 12 1,624595 1,624583 
H........ 0,0 0 , 000000 1 ,630700 ı 630700 
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CORRECTIONS D'AZIMUT DU RAYON EXTRAORDINAIRE A 30° DE L'AXE. 


92. Ces observations demandent une autre correction pour ramener 
l'indice à la valeur qu'il aurait à 30° de l’axe exactement. Le rayon 
réfracté, en effet, est dirigé, non pas dans cette direction précise, mais 
suivant la perpendiculaire à la bissectrice de l’angle réfringent. Je dé- 
termine donc d’abord l'orientation cristallographique des faces du 
prisme, ce que je fais à l’aide de la facette naturelle laissée comme té- 
moin, le long de l’aröte verticale de l’angle C. 

Soient 


ABC la section droite du prisme (fig. 17): 


Fig. 17. 
A 





mn la facette naturelle; 

ADX l'axe cristallographique ; 
Da la normale à la face BC: 
Dp la normale à la face mn. 


Je compte les angles sur une circonférence de centre D. J'obtiens 


Moyenne de trois observations, g et 11 mai 1889 (d=17" environ)... pa = 41.27.40 
D’après M. Cornu (!) (9 = 157,2). . ..............,......,.... pX = 44.37.10 
ax = + 9 30 


er re eo + + 0 à oo à eee 0 


(1) Refraction @ travers un prisme suivant une loi quelconque (Ann. del * École Normale, 
2° série, t. Il, p. 23). 
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Des lors, soient DB et Dy les normales aux bissectrices des angles 
Bet C; ona 


B C . 
pa =~ = 30—7,1 ay => =30+3,6 
aX = + 9,9 — ax = — 9,9 
8X = 30 + 2,4 X y — 30 — 5,9 


Tels sont les azimuts des rayons réfractés. La petitesse de l’angle aX 
dispense de tenir compte de sa dilatation. Il n’en est pas de même de 
ces derniers angles BX et Xy dont la dilatation est sensible dans mes 
observations de la raie D. 

Les azimuts w des rayons réfractés dans les angles B et C devront 
donc être corrigés respectivement de 


d~ dv 
— 2',4 — ap dô et +5,9—-7 ao. 


La correction correspondante sur l’indice se calcule par la formule 


I I 2 I, 2 
(1) — — = cos’w + —SIn’w; 
n no nz 


d'où l’on déduit 
1 . I N 
2 — —= —-sin2w.n?’| — — — |}. 
(2) da) 2 @ (43 =) 


Dans cette formule, je remplace 2w par 60°; puis 7, n,, n, par les va- 
leurs trouvées pour chaque radiation. J’obtiens les résultats consignés 


dans le Tableau suivant : 


N 
XII. — A travers B. 


Raie dw = a dw n observé. a un xe. 
1.98 rn — 2,4 — 40,9 + 10. 1,58532. 1,58542. 
1,54...... — 2,4 — 42,0 + 10. 1,59067. 1,59077. 
A......... — 2,4 — 45,4 + 109 1,602889 1 ,602998 
B......... — 2,4 — 46,4 + II 1,605214 1,60532° 
D......... — 2,3 — 46,9 + 107 1, 609795 1, 609902 
D......... — 2,3 — 46,9 + 107 1 ,609780 1 , 609887 
| — 2,4 — 48,1 + 115 1,617644 1,617759 
G'........ — 2,4 — 49,4 + 119 - 1,624208 1,624327 
H......... — 2,4 — 50,7 + 121 1,030369 1,63090 


S. 11! 


Raie dw a. À du. n observé. à Jeu xe. 
A......... + 5,9 — 45,4 — 268 1,603153 1,602885 
B......... + 5,9 — 46,4 — 274 1,605535 1,605261 
D......... + 6,0 — 46,9 — 928: 1,610073 1 609792 
D......... + 6,0 — 46,9 — 281 1,610046 1,609765 
F......... + 5,9 — 48,1 — 284 1,617988 1,617704 
G'........ + 5,9 — 19,4 — 292 1,624583 1,624291 
IL......... + 5,9 — 50,7 — 299 1,630700 1,630o{o1 


O 
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fs 


XIII. — A travers C. 


93. Les valeurs de n déduites des observations faites dans l'angle C 


. r . “ 
different notablement de celles qu’on obtient par l’angle B. Ces der- 
nieres concordent d’ailleurs beaucoup micux avec la formule (1) 
(n° 92), qui représente la toi de Fresnel. J'ai cherché la cause de cet 
écart dans mes cahiers d’observation, et j'ai trouvé l’erreur systéma- 
tique que voici : 
? . 8 9 ~ ° 9 
Dans l’observation à travers l’angle C, au lieu d’emplover la formule 
réfl. — réfrac. = A — B, 


A—B 





- La lecture du rayon réfléchi aurait 


donc dü être augmentée (') de AB 
2 


A —B 
tourner le prisme de 7 


tion ABC correspondante au rayon réfracté à gauche, serait augmenté 
de 


j'ai pris pour cette quantité 





; pour cela, il aurait fallu faire 





- Par la, l'angle d'incidence z, dans la posi- 


et il en resulterait, pour l’angle de réfraction r, l'accroissement qu'on 
déduit de la formule 
sinö=nsinr, 
savoir 
1 cosz 
n cosr 





dr = 


(1) Dans ce raisonnement, je néglige la variation de la lecture du rayon réfracté qui ré- 
sulte de la rotation du prisme; cette variation est en effet petite relativement à celle du 
ravon réfléchi. 
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Faisant dans cette formule 

















sin + A 
2 C . C+A . A-B 
a —) r= —) ‘= » di —) 
. 2 2 4 
sin — 
il vient 
dr = tang © cor + À 5 AWB. 
2 2 4 


Le rayon refracte subirait ainsi, dans l’intérieur du cristal, la rota- 
lion 
do; = — dr. 


L'indice de réfraction doit donc subir la nouvelle correction 





dn 
An, = do du, . 
En voici le calcul avec 
A—B C 
RS = + 5/, 33, _- = 30°, 
4 2 
XIV. 
C + 4 dn dn n valeur n conclu 
Raie 7 di dr. du dw, du, précédente. à 30° de l’axe. 
A...... 53,4 —9 ,28 — 15 , 4 +104 1,602885 1,602989 
B...... 53,5 —"2,28 — 46 , 4 +106 1 605261 1 605367 
D...... 53,7 —2,26 — 46,9 +106 1 609792 1 ,609898 
D...... 53,7 — 2,26 — 46,9 + 106 1 , 609765 1 609871 
F...... 54,1 —2,23 — 18,1 +107 1 61770} 1,617811 
G'...... 54,5 — 2,90 — 19,4 +109 1,625,291 1, 62.4400 
H...... 54,8 — 2,18 — 50,7 +110 1,630301 1,6305 1 1 


Les observations à travers l’angle B devraient à la rigueur subir une 
correction semblable, car j'ai commis la même erreur. Mais la peti- 


tesse de l'angle 
C— A 


—— —=+o,oi 


4 


rend cette correction insignifiante. 
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Les nombres observés ayant subi toutes les corrections voulues, j'en 
peux désormais déduire les conclusions que je poursuis. 


§ VI. -- Conclusions. 


CONSTANCE DE L INDICE DU RAYON ORDINAIRE DU SPATH. 


94. Je reporte ici les résultats trouvés (n® 84 et 89) : 


14,54. A. B ('). D (?). F('). G’('). IT. 
KV 1,6350 1,650054 1,6529»  1,058398 1,66788 1,6558»  1,68320> 
B...... 1,6350 ob! 9 398 87 79 228 
CG... » 057 96 390 83 83 209 








Mov.. 1,6350 1,650057 1,652933 1,658395 1,667860 1,655813 5683214 


On le voit, les écarts entre les trois valeurs de chaque indice sont 
certainement dus aux erreurs d'observation. Dans le spectre visible, Ta 
valeur de l'indice trouvée par l'angle A coincide, à une unité pres de 
l'ordre du cinquième chiffre décimal, soit avec la moyenne des valeurs 
trouvées par les angles B et C, soit avec l’une de ces valeurs. La con- 
clusion est donc incontestable : 


A l’approximation des experiences, l'indice ordinaire est indépendant 
de Pasimut du rayon lumineux dans toute l'étendue du spectre calori- 
Jique et du spectre visible. 


FORMULES DE DISPERSION POUR LES TROIS INDICES. 


95. Rayon ordinaire. — J'ai adopté, pour les indices ordinaires dans 
le spectre visible, les moyennes précédentes (n° 94). Pour le spectre 


ee Ce ww eee ee ee: 


(!) Les observations des raies B, F, G’ proviennent du Tableau IV (n° 84). Elles sont un 
peu moins précises que celles des raies A, D, IT. Pour cette raison, je donne seulement le 
cinquième chiffre décimal. 

(?) Parmi toutes les déterminations de la raie D, je reporte seulement les observations #, 
5, 6 du Tableau II (n° 84). Elles ont été faites avec un soin tout particulier, et leur movenne 
coincide avec la moyenne générale de toutes mes déterminations. 
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calorifique, j'ai pris les valeurs inscrites au Tableau VII (n° 89). A ces 
nombres, j'ai joint, pour le spectre ultra-violet, les déterminations de 
M. Cornu (‘) de la raie O à la raie U, et celles de M. Sarazin (?) (pre- 
mier prisme) de la raie 9 à la raie 26 du cadmium. J'ai ainsi obtenu la 
formule 


— =c+a+bl+dt*, 
n 


avec les valeurs numériques 


a—=+0,37107, b —— 0,001011, 


C —+0,0047, d _--- — 0,000000). 


La comparaison de la formule aux observations que je viens de dire 
est contenue dans le Tableau suivant XV. 

Sectionné suivant les régions du spectre, pour faciliter la lecture, ce 
Tableau offre, à titre de variantes, les nombres non adoptés, trouvés 
par d’autres observateurs. On y remarquera les particularités sui- 
vantes. 

Mes nombres présentent avec ceux de M. Cornu, dans la partie vi- 
sible, un écart systématique de 7 à 8 unités du cinquième chiffre. Cet 
écart n'étant pas trop grand, je n’ai pas porté aux observations la cor- 
rection qui serait nécessaire pour les rendre comparables. De la, la dif- 
férence sensiblement constante + 3 dans le spectre visible, et la dif- 
férence — 5 pour la raie O. Celle-ci, retranchée de + 3, donne bien 
l'écart systématique +8 entre mes observations et celles de M. Cornu. 

Cette réserve faite, la concordance entre l'observation et la formule 
est meilleure même qu'il n’était permis de l’esperer, surtout si l’on 
considère les écarts énormes qui existent entre les déterminations des 
divers physiciens. 


—— cm i ae nr a ee ee 


(1) Spectre normal du Soleil ( Annales de l’École Normale, 2° série, t. IX; 1880). 
(2) Journal de Physique, 2° série, t. II; 1883. 
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XV. — Dispersion du rayon ordinaire. 
Diff. 
A. Rudberg. Mascart. Sarazin. Cornu. n observé. n calculé. O. —C. 

1081 1,6279. 1,6279. 0. 
1,5} 1,6350. 1,6350. 0. 
1,19 1,6361. 1,6363. —. 

1,2% 1,6403. 1,6399. +4 

1,08 1,6424. 1,6423. —ı 
A.. 0,7600 1,69012 1,65000 1,65006 1,65003 —+o3 
B.. 68674 1,65308 1,65296 1 ,65289 1,65293 1,65293 o 
D. 890 1,65850 1,65846 1,65839 1,65832 1,658f0 1,65835 + 3 
F. 48607 1,66802 1,66793 1,66783 1,66779 1,66586 1,66583 —+ 3 
1 43256 1,67581 1,67578 — 3 
H.. 3967. 1,68330  1,68330 1,68319 1,68321 1,68318 — 3 
9.. 36090 1,69325 1,69325 o 
10. 31655 1,698{2 1,69835 — > 
O.. 31397 1 ,69955 1,69928 1,69933 -- 5 
P... 33592 1, 70276 1,70251 1,70263 —t~2 
Q... 32850 1,70613 1,70983 1,70593 —10 
R.. 31790 1,7115) 1,71112 1,7116 -— | 
r. 314. 1,71303 1,71303 0 
Sa. 30998 1,71580(S) 1,71990 1,71991 — 1 
30. 30418 1,71901 1,71897 + j 
T... 30198 1,71939 1,72034 1,72037 + > 
298 . 298.40 1,72269 1,72270 — 1 
U... 29179 1,72525 1,72519 — 6 
17. 27167 1,74191 1,71139 —1> 
18 .. 29713 1,76050 1,760j2 + 8 
23.. 23129 1,80248 1,80223 +25 
24 2.2645 1,81300 1,81284 —16 
29 21939 1,83090 1,83101 —11 
56. 21441 1,8580 1,84598 —18 


Voici les courbes obtenues en prenant pour ordonnées — et pour 
abscisses, soit À (courbe 1), soit /-? (courbes 2 et 3) (fig. 18). 


96. Indice minimum. — J'ai adopté mes nombres pour les spectres 
calorifique et visible (n° 89, Tableau VI, et n° 91). Pour le spectre 
ultra-violet, il était naturel de prendre encore les nombres de M. Sa- 
razin (premier prisme). Seulement, les différences entre les nombres 
de ce physicien et les miens sont ici un peu fortes, comme on en ju- 
gera par le Tableau suivant : 
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Carvallo. Sarazin. 
|. 1, 48275 1, 48261 
B.............. 1 ,48.406 1, 18391 
D.............. 1, 48653 I, 4864 3 
F.............. 1,909! 1,49079 
H.............. 1,49788 1,.49774 
Moyenne....... 
Fig. 18. 


Echelle des /?. 


pour les courbes 5 ct 2. 


I 
n° 


Échelle des 


Échelle des /-? (courbe 2). 


Différence. 


+ 13 








.TI19 


J'ai donc ajouté + 13 aux nombres de M. Sarazin. J'ai ainsi obtenu, 
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pour les coefficients de la formule de dispersion, 


a = + 0,4778, b — — 0,000840, 
C = + 0,00098, d = — 0,00000084. 


Dans le Tableau XVI, on trouve la comparaison des nombres obser- 
ves et des nombres calcules avec les variantes de Rudberg et de 
MM. Mascart et Sarazin. Les nombres de celui-ci n’ont pas été changés: 
mais, pour ses observations, on a augmenté de + 13 la différence entre 
n observé et 2 calculé. On y verra que l’accord entre l’observation et 
la formule est encore tres satisfaisant. 

Ainsi, quoique les observations de M. Mascart n’aient pas permis 
(n° 42) de calculer le terme de dispersion de Briot, ce terme n’est pas 
négligeable quand on considère les radiations calorifiques. Seulement 
ıl est environ cinq fois plus petit que pour le rayon ordinaire, puisque 
le coefficient c a pour valeurs 


Pour le rayon ordinaire........ Co = + 0,00470, 
» extraordinaire .... Ce——+ 0,00098. 


XVI. — Dispersion de l'indice minimum. 


Diff. 
x. Rudberg. Mascart. Sarazin. nr observé. nr calculé. O.—C. 

2 15 1,1753. 1,4753. 0. 

1,77 1,4766. 1,4767. Te 

1,49 1,4779. 1,4779- 0. 

1,08 1,4799. 1,4797. 2. 

A...... 0, 76040 1,48285 1,48261 1,48275 1,4827 —o2 
B...... 68674 1,48391 1,48409 1,48391 1,48406 1,48f05 + 1 
D...... 58920 1,48635 1,48654  1,48641 1,48653 1,48650 + 3 
F...... 48607 1,49075 1,49084 1,49079 1,49091 1,49087 + 4 
G..... 43256 1,49954 1,49451 + 3 
H...... 39672 1,49780 1,49777 1,49774 1,49788 1,49788 o 

0.— C.+13 

9...... 36090 1,50228 1,50240 + 1 
10..... 34655 1,90492  1,50465 Oo 
He... 34015 1,50559 1,50576 — 4 
12..... 32475 1,90897 1,50874 — 4 
17..... 27467 1,92276 ı,52283 + 6 
18..... 25723 1,53019 1,53033 — 1 
23..... 23135 1,94559 1,54562 +10 
24..... 22655 1,51920 1,54923 +10 
25..... 21945 1,55514 1,55520 + 7 


26..... 21441 1,55993 1,5597 +9 


1 
m 


Échelle des 
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Voici les courbes de dispersion pour l’indice minimum ( fig. 19). 
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Échelle des 7-4. 


97. Rayon extraordinaire à 30° de l'axe. — Tout d’abord, avec la 
formule 


u) 





1 4 
cos? 30°+ — sin* 30°, 
Ne 


30, = cy 





S.118 E. CARVALLO. 


qui exprime la loi admise pour les vitesses du rayon extraordinaire, je 
calcule les valeurs de n qu'on déduit des valeurs observées de n, et n. 
(n® 95 et 96). Seulement, les valeurs de 2, pour 14,98 et 14,54 
n'ayant pu être observées, je les ai calculées par la formule d’interpo- 
lation (n° 96). Puis, je compare les valeurs de n ainsi calculées aux 


SN N 
valeurs observées au moyen des angles B et C (n° 92, XII, et n° 93, 
XIV). Ces nombres se trouvent dans les trois premières colonnes du 
Tableau suivant : 


XVIL — Rayon extraordinaire a 30° de l’are. 
n observé n calculé 

sn ~~. 

angle B. angle C. formule (1). formule (2). 
nn. 1,5854 » 1, 5855 1,5856 
Deco... 1,5908 » 1,5909 1,5909 
PL Ver 1 ,60300 1,6099 1, 60298 1, 60297 
B.......... 1,60533 1,60537 1 ,60537 1,60538 
D.......... 1,60990 1 ,60990 1 ,60990 1,60990 
F.......... 1 61776 1,61781 1,61778 1,61778 
| 1,6233 1,623 10 1,62438 1 62438 
H......... . 1,063049 1,63051 1,63051 1,63051 


Par leur comparaison, on voit que la loi représentée par la for- 
mule (1) est plus exacte que n'aurait pu le faire prévoir la double 
réfraction si intense du spath avec des termes de dispersion si diffe- 
rents pour les indices principaux. Il est à penser, que pour le rayon 
extraordinaire à 30° de l'axe, la mème forme convient à la formule de 
dispersion que pour les indices prineipaux. Si donc on remplace dans 


. I I I , 
la formule (1) —» — et — par leurs développements dont les deux der- 
n? ni n° 
niers sont connus et dont le premier est de même forme 


- —c?+a+t bl-?+dl-, 


on pourra calculer les coefficients inconnus a, b, c, d'au moyen des 
coefficients connus relatifs aux deux indices principaux, en identi- 
fiant les deux membres apres les avoir développés en séries suivant les 
puissances de A?. A la vérité, jai dü modifier tres légerement les ré- 
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sultats de ce calcul pour rendre la concordance plus parfaite. Ce fait, 
un peu paradoxal, s'explique en remarquant que les données du calcul 
sont quelque peu incertaines. J'ai ainsi adopté pour les coefficients 
de la formule de dispersion 


— —c®+a+rblt+dl, 
n 


(2) 


les valeurs 
a—-+ 0,392734, b = — 0, 0009835, 


c =+0,0037, d = — 0,0000006. 


Les nombres déduits de cette formule (2) sont inscrits dans la der- 
niere colonne du Tableau XVII. La comparaison des deux dernieres 
colonnes montre l’identite a peu pres complete des formules (1) et (2). 
La comparaison aux deux premières colonnes montre que ces deux 
formules représentent bien les observations. 


CONCLUSIONS THÉORIQUES. 


98. Hypotheses de Fresnel et de Neumann. — Les diverses valeurs 
du coefficient c du terme de Briot obtenues (n° 95, 96, 97) sont : 


Pour le rayon ordinaire..............................., Co — + 0,0047 
. erpendiculaire à l’axe.... € =-+ 0,00098 

p extraordinaire P P L € ‚0009 

à 30° de l’axe............. Cyy — + 0,0037 


Voici les valeurs qui en résultent pour le terme c/? du rayon ordi- 
naire : 


cb. e„®. cb. 
1.98 ren + 0,00698 + 0,00550 + 0,00145 
1,54....... 417 328 87 
A.......... 100 78 21 
D.......... 59 47 12 
H.......... 26 20 5 


Dans l'hypothèse de Neumann, le terme cl? devrait (n° 43), pour le 
rayon ordinaire, prendre successivement les valeurs c,/’, c,,?, cl 
quand l'angle du rayon lumineux avec l'axe est égal à 90°, 30° et 0°. 
Il en résulterait une variation énorme de l'indice, environ double de 
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INCOMPRESSIBILITE DE L’RTHER. 


100. Je l’ai déjà dit (n° 53), sur ce point je ne puis conclure, mais 
je tiens a montrer combien mes expériences approchent de la solution. 

Suivant que l’éther est incompressible ou, au contraire, infiniment 
compressible, on obtient (n° 51) les formules 


(1) G= c,cos*w+ c,sin?w (éther incompressible), 


(2) AC, = AgC, COS?) + ac, Sin?w (éther compressible). 


Je remplace dans ces formules w par 30°, a,, a,, Co, c, par les valeurs 
précédentes et a par sa valeur 


a— a, COS? w + a, sin?o. 
J’obtiens pour c les deux valeurs 


(1) c;—= + 0,00377, 


(2) C,—= + 0,00360. 


Or, pour la raie de longueur d’onde t*,98 et l’angle de 30°, on a 
?= 1,566, et il en résulte pour le terme cl? les valeurs 


c,—-+ 0,00590 (éther incompressible), 
c,/?—-+ 0,00563 (éther compressible), 


ome I I 
Différence : — — — =+ 0,00027. 
ny ny 


Il en résulte sur n la difference 


Elle est à la rigueur accessible à l'expérience, puisque l’erreur d’ob- 
servation est de 2 à 3 unités du quatrième chiffre décimal. Mais, si l’on 
tient compte de l'indécision qui règne sur chacun des nombres qui 
servent à calculer c, et c,, on comprendra que cette différence ne suffit 
pas pour trancher la question qui nous occupe. On voit aussi qu’il suf- 
firait de pouvoir pousser les déterminations un peu plus avant dans le 
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spectre calorifique, de perfectionner un peu les méthodes d'observa- 
tion ou seulement de trouver un cristal plus favorable encore que le 
spath pour arriver à une conclusion. Qu'il nous soit donc perinis d’es- 
pérer connaitre aussi un jour la solution de ce nouveau problème si im- 
portant par ses liens avec toutes les branches des Sciences physiques. 
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